
ПЗ 3.6. РАСЧЁТ НАДЕЖНОСТИ СТРУКТУРНО-СЛОЖНЫХ 

СИСТЕМ НА ОСНОВЕ ЛОГИКО-ВЕРОЯТНОСТНОГО 

МЕТОДА  

 

1. Описание функции работоспособности системы 

Не все структуры систем могут быть преобразованы к параллельно-

последовательной надежностной схеме. Поэтому вероятностный метод не 

является универсальным. Оценку надежности систем с разветвленной 

структурой целесообразно осуществлять на основе логико-вероятностного 

метода (ЛВМ) или перебора возможных состояний. Оба этих метода 

применимы и для простых систем со структурной избыточностью. 

Специфика ЛВМ заключается в способе описания условий 

работоспособности системы и в переходе от этих условий к расчетным 

соотношениям. 

В основе ЛВМ лежат те же допущения, что и в основе вероятностного 

метода. Введем необходимые обозначения: 

состояние элемента характеризуется булевой переменной хi (i = 1, 2, …, n), 

где n – количество элементов системы. Полной работоспособности 

соответствует хi =1, отказу хi = 0; 

состояние системы обозначим булевой переменной y. В состоянии полной 

работоспособности y =1, отказа y = 0. Тогда состояние системы является 

функцией y = f(х1 , х2 , … хn). 

Эту функцию называют функцией работоспособности системы (ФРС) или 

условием работоспособности, по своей форме она является функцией 

алгебры логики. 

На практике у большинства сложных объектов их показатели надежности 

монотонно ухудшаются (или не улучшаются) при снижении значений 

параметров надежности элементов, а отказ любого элемента не повышает 

надежности объекта в целом. Такие объекты получили наименование систем 

с монотонной структурой, а их логические ФРС обладают свойством  

монотонности. Логическая функция является монотонной, если для любых 

наборов булевых аргументов (1 , 2 , … , n) и (1 , 2 , …, n), таких, что i  

i при всех значениях индекса i имеет место соотношение 

f(1 , 2 , … , n)  f(1 , 2 , …, n). 

Всякая ФРС, представленная в виде конъюнкции или дизъюнкции без 

отрицаний переменных, является монотонной. Тождественные 

преобразования подобной функции не изменяют свойства монотонности. 



Условие работоспособности системы с монотонной структурой можно 

записать в виде так называемых путей успешного функционирования или 

минимальных сечений отказов системы. 

Кратчайший путь успешного функционирования (КПУФ) системы 

представляет собой такую конъюнкцию ее элементов, в которой ни один из 

элементов нельзя изъять, не нарушив условие работоспособности. Иначе 

говоря, КПУФ описывает один из возможных вариантов выполнения 

системой исследуемой функции, причем набор элементов является 

абсолютно необходимым для выполнения задачи. При наличии структурной 

избыточности в системе количество КПУФ может существенно превышать 

единицу. Различные пути могут содержать одинаковые элементы. 

Функция работоспособности системы представляет собой дизъюнкцию 

КПУФ, т.е. ФРС представляет собой дизъюнктивную нормальную форму. 

Каждый импликант имеет ясный физический смысл, он соответствует 

кратчайшему пути успешного функционирования. 

Минимальное сечение отказов (МСО) системы представляет такую 

конъюнкцию из отрицаний значений ее элементов, когда ни один из них 

нельзя изъять, не нарушив условие отказа системы. Иначе говоря, МСО 

описывает один из возможных вариантов нарушения работоспособности 

системы с помощью минимального набора отказавших элементов. 

Условие работоспособности системы на основе минимальных сечений 

отказов записывается через конъюнкцию отрицаний МСО. 

Системы с конечным числом элементов имеют конечное количество 

кратчайших путей успешного функционирования и минимальных сечений 

отказов. 

Пример 1. Необходимо составить ФРС на основе КПУФ и МСО для 

надежностной схемы, представленной на рис. 10.1. 
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Рис. 1. Надежностная схема системы 



 

 

 

 

Решение. В системе существует четыре КПУФ: 

y1 = x1 x2 ;   y2 = x4 x5 ;  y3 = x1 x3 x5 ;  y4 = x4 x3 x2 . 

Функция работоспособности системы на основе КПУФ 

y = y1 + y2 + y3 + y4 = x1 x2 + x4 x5 + x1 x3 x5 + x2 x3 x4 . 

Здесь знаки "+" означают логическое сложение. Такая запись ФРС 

соответствует представлению надежностной схемы системы в виде 

параллельного соединения КПУФ, рис. 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Описанием совокупности МСО служат логические функции  

z1 = x1
* x4

* ;  z2 = x2
* x5

* ;   z3 = x1
* x3

* x5
* ;  z4 = x2

* x3
* x4

*, 

где символ "*" обозначает операцию логического отрицания переменной. 

Функция работоспособности на основе МСО 

y = z1
* z2

* z3
* z4

* = (x1
* x4

*)* (x2
* x5

*)* (x1
* x3

* x5
*)* (x2

* x3
* x4

*)*. 

Такая форма записи ФРС соответствует последовательному соединению 

отрицаний минимальных сечений отказов, рис. 3. 
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Рис. 2. Эквивалентное представление системы на основе КПУФ 
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Рис. 3. Эквивалентное представление системы на основе МСО 



 

 

В общем случае количество кратчайших путей и сечений отказов не 

совпадает. Оба способа описания ФРС эквиваленты. Выбор конкретного 

варианта описания является субъективным и зависит от сложности функции. 

Логическая форма записи ФРС позволяет учесть структуру системы и 

ограничения, накладываемые на реализацию функций, например 

ограничения на применение тех или иных маршрутов передачи информации. 

2.2. Ортогонализация функции работоспособности 

В дальнейшем будет рассматриваться функция работоспособности системы, 

построенная с помощью КПУФ. Исходная ФРС описывает независимые 

события. Независимость следует из основных допущений, принятых в 

качестве исходных при построении вероятностной модели. Но состояния 

работоспособности путей являются совместными событиями, например, два 

и более пути могут находиться одновременно в состоянии отказа. Это не 

позволяет непосредственно приступить к расчету показателей надежности – 

для вычисления вероятности суммы совместных событий следует знать 

вероятности совмещения этих событий. Поэтому ФРС необходимо так 

преобразовать, чтобы обеспечить несовместность описываемых событий. 

Исходная ФРС представлена в дизъюнктивной нормальной форме. 

Преобразованную функцию работоспособности целесообразно также 

представить в дизъюнктивной нормальной форме, но так чтобы все 

дизъюнкты описывали несовместные события. Это означает, что 

конъюнкции любых пар дизъюнктов должны быть равны нулю. Данное 

условие можно записать в виде 

y= y1 + y2 +  … + yk, где yi yj = 0 при i j;  i, j = 1, 2, ..., k. 

Булева функция, отвечающая этому условия, называется ортогональной, а 

процедура ее получения ортогонализацией. Существует несколько способов 

ортогонализации. 

Применение диаграмм Карно. Способ позволяет одновременно проводить 

ортогонализацию и минимизацию ФРС. Правила построения искомой формы 

во многом похожи на известные правила минимизации булевых функций. 

Однако в отличие от традиционных приемов минимизации, формируемые 

импликанты не должны пересекаться, т. е. каждая конституента единицы 

может участвовать в операции склеивания только один раз. Вполне понятно, 

что вариантов склеивания может быть несколько. Применение диаграмм 

Карно рассчитан на ручные методы решения задачи при числе переменных, 

не более 6 (построение диаграмм большей размерности затруднительно). 



Иногда это ограничение можно снять путем декомпозиции исходной задачи 

на ряд задач меньшей размерности. 

Преобразование ФРС в совершенную дизъюнктивную нормальную форму 

(СДНФ). Такое преобразование осуществляется известным образом путем 

умножения каждого дизъюнкта (импликанты) исходной функции на суммы 

недостающих переменных и их отрицаний. Эта операция не изменяет 

значение функции потому, что соответствует умножению на логическую 

единицу, так как для логических переменных справедливо тождество xi + xi
* 

= 1. Любой элемент системы может находиться только  в одном из двух 

состояний, поэтому полученные после умножения импликанты будут 

несовместны. Путем подобных преобразований получается ФРС, каждый 

дизъюнкт которой состоит из произведения простых переменных и их 

отрицаний и в каждом дизъюнкте обязательно присутствует каждая 

переменная или ее отрицание. В ходе преобразований следует учитывать 

тождественные соотношения для булевых переменных: xi xi
* = 0;  xi xi

 = xi;  xi 

+ xi = xi. В результате указанных действий будет получена булева функция, в 

которой все импликанты попарно несовместны. 

Пример 2. Преобразовать ФРС, представленную в примере 1, к 

ортогональной форме в виде СДНФ. 

Решение. Исходная функция работоспособности 

y = x1 x2 + x4 x5 + x1 x3 x5 + x2 x3 x4 

преобразуется к виду 

y = x1 x2 (x3 + x3
*)( x4 + x4

*)( x5 + x5
*)+ x4 x5 (x1 + x1

*)( x2 + x2
*)( x3 + x3

*)+ 

+ x1 x3 x5 (x2 + x2
*)( x4 + x4

*)+ + x2 x3 x4(x1 + x1
*)( x5 + x5

*). 

После раскрытия скобок и тождественных преобразований получается 

ортогональная форма ФРС 

y = x1
 x2

  x3
* x4

* x5
* + x1

 x2
  x3

* x4
* x5 + x1

 x2
  x3

* x4 x5 + x1
 x2

  x3
* x4 x5

* +  

+ x1
 x2

  x3 x4
* x5

* + x1
 x2

  x3 x4
* x5  + x1

 x2
  x3 x4 x5 + x1

 x2
  x3 x4 x5

* + 

+ x1
* x2

*  x3
* x4 x5 + x1

* x2
  x3

* x4 x5 + x1
 x2

*  x3
* x4 x5 + x1

 x2
*  x3 x4

* x5 + 

+ x1
 x2

* x3 x4 x5 + x1
* x2

*  x3 x4 x5 + x1
*x2

  x3 x4 x5 + x1
*x2

  x3 x4 x5
*. 

Можно убедиться в несовместности любых пар импликант. 

Перевод булевой функции в СДНФ прост по технике исполнения, легко 

формализуется и поэтому может применяться для автоматизации расчетной 

процедуры. Его основной недостаток состоит в максимальной избыточности 



формулы, так как каждая импликанта соответствует только одной 

конституенте единицы. 

Способ П.С. Порецкого. Основан на одноименной теореме, согласно которой 

булева функция, заданная в дизъюнктивной нормальной форме 

y= y1 + y2 +  … + yk, 

имеет ортогональную форму представления 

y= y1 + y1
* y2 + y1

* y2
* y3  … + y1

* y2
* … yk – 1

* yk . 

Если импликанты yi  исходной функции представляют собой конъюнкции 

переменных, то их отрицание также следует представить в ортогональной 

форме. Например,  yi
* = (x2 x3 x4)

* = x2
* + x3

* + x4
* = x2

* + x2 x3
* + x2 x3 x4

*. 

Пример 3. Преобразовать ФРС, представленную в примере 10.1, к 

ортогональной форме по способу П.С. Порецкого.  

Решение. Кратчайшие пути успешного функционирования 

y1 = x1 x2 ;   y2 = x4 x5 ;  y3 = x1 x3 x5 ;  y4 = x2 x3 x4 . 

Обобщенная ортогональной форма ФРС 

y = y1 + y1
* y2 + y1

* y2
* y3 + y1

* y2
* y3

* y4 . 

Ортогональные формы отрицаний КПУФ 

y1
* = (x1 x2)

* = x1
* + x2

* = x1
* + x1 x2

*; 

y2
* = (x4 x5)

* = x4
* + x5

* = x4
* + x4 x5

*; 

y3
* = (x1 x3 x5)* = x1

* + x3
* + x5

* = x1
* + x1 x3

* + x1 x3 x5
*. 

Следовательно, 

y = x1 x2 + (x1
* + x1 x2

*) x4 x5 + (x1
* + x1 x2

*) (x4
* + x4 x5

*) x1 x3 x5 + 

+ (x1
* + x1 x2

*) (x4
* + x4 x5

*) (x1
* + x1 x3

* + x1 x3 x5
*) x2 x3 x4 = 

= x1 x2 + x1
* x4 x5+ x1 x2

* x4 x5 + x1 x2
* x3  x4

* x5 + x1
* x2

  x3 x4 x5
*. 

Полученная ортогональная форма эквивалента функции, представленной в 

СДНФ, но обладает по сравнению с ней существенно меньшей сложностью, 

так как каждая импликанта может соответствовать нескольким 

конституентам единицы. Причем это свойство характерно для любой булевой 

функции, ибо СДНФ является максимально избыточной. 

Метод П.С. Порецкого полностью поддается формализации и может 

применять для построения автоматических процедур ортогонализации. 



Итак, в результате преобразования ФРС в ортогональную форму все 

импликанты характеризуют несовместные события. 

2.3. Построение вероятностной функции 

Ортогональная форма ФРС дает возможность сформировать вероятностную 

функцию – вероятность безотказной работы для невосстанавливаемых 

систем. Построение вероятностной функции сводится к нахождению 

вероятности наступления события, состоящего в равенстве единице функции 

работоспособности P(t) = P(y = 1). Правила перехода от логической функции 

к вероятностной основаны на теоремах сложения вероятностей несовместных 

событий и умножения вероятностей независимых событий: 

если y = y1 + y2 +  … + yk и совокупность yi (i = 1, 2, …, k) описывает 

несовместные события, то P(y = 1) = P(y1 = 1) + P(y2 = 1) + … + P(yk = 1); 

если y = x1
 x2

  … xm и множество xj (j = 1, 2, …, m) характеризует независимые 

события, то P(y = 1) = P(x1 = 1) P(x2 = 1) … P(xm = 1); 

если y = xi
*
 , то P(y = 1) = P(xi

* = 1) = 1 – P(xi = 1). 

В дальнейшем вместо P(xi = 1) будем записывать кратко Pi . 

Пример 4. Записать вероятностную функцию для ортогональной ФРС y = x1 

x2 + x1
* x4 x5+ x1 x2

* x4 x5 + x1 x2
* x3  x4

* x5 + x1
* x2

  x3 x4 x5
*. 

Решение. В соответствии с указанными правилами записи вероятностная 

функция имеет вид 

PC = P1 P2 + (1 – P1) P4 P5 + P1 (1 – P2) P4 P5 + 

+ P1 (1 – P2) P3 (1 – P4) P5 + (1 – P1) P2 P3 P4 (1 – P5). 

Если формирование вероятностной функции производится на основе СДНФ, 

то результат после тождественных преобразований или просто численное 

значение вероятности получится то же самое. 

Поиск остальных показателей надежности невосстанавливаемых систем 

осуществляется аналогично вероятностному методу. Для восстанавливаемых 

систем по рассмотренной методике производится расчет коэффициента 

готовности (оперативной готовности), аналитическое определение других 

показателей вызывает принципиальные трудности. 

Вообще говоря, логико-вероятностный метод не требует построения 

надежностной схемы, необходимо лишь составление кратчайших путей 

успешного функционирования, что является менее трудоемкой задачей. 

Преобразование ФРС в ортогональную форму и построение вероятностной 

функции может полностью формализовано, ибо носит регулярный характер. 



 


