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1.  ОСНОВНЫЕ  ПОНЯТИЯ  ТЕОРИИ  
СЛУЧАЙНЫХ  ПРОЦЕССОВ 

 
 

1.1. Случайные процессы. Основные определения 
 
 

Случайной функцией называется семейство случайных величин, 
зависящих от параметра t , TTt  ,∈  – произвольное множество. 

Пусть ( )PМ ,,Ω  – вероятностное пространство, t  – параметр, 
Ω∈ω∈  ,Tt  – элементарное событие. Тогда случайной функцией 

( ) Ttt ∈ωξ  ,,  называется измеримое отображение nR→Ωξ :  про-
странства элементарных событий Ω  в nR , зависящее от параметра 
t . Когда T  – множество действительной прямой, а параметр t  
интерпретируется как время, вместо термина случайная функция 
употребляется термин случайный процесс.  

Случайный процесс является математической моделью для 
описания случайных явлений, развивающихся во времени. Про-
цесс, для которого характерно изменение физической величины во 
времени случайным образом, принято называть случайным или 
стохастическим. Как видно, он описывается случайной функцией, 
представляющей собой функцию одного или нескольких аргумен-
тов, которая при всех или нескольких значениях этих аргументов 
является случайной величиной. 

Обычно, когда это не приводит к неясности, зависимость ( )ωξ ,t  
от ω  не указывается и случайный процесс обозначается просто ( )tξ . 

Если 1=n , случайный процесс ( ) Ttt ∈ξ  ,  называется скаляр-
ным случайным процессом, а при 2≥n  – векторным или  
n-мерным случайным процессом. Если NT ≡ , то вместо случай-
ной функции ( )ωξ ,t , Tt∈  употребляется термин случайная после-

довательность, которую обозначают ( ){ }∞=ωξ 1kk . 
Пусть Tt ∈0  – фиксированный момент. Случайная величина 
( ) ( )ωξ=ωξ ,00

tt  называется сечением случайного процесса в точке 
Tt ∈0 . Таким образом, случайный процесс представляет собой не 
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что иное, как систему случайных величин – всех сечений этого 
процесса. При фиксированном Ω∈ω0  неслучайная функция 

( ) ( ) Tttt ∈ωξ=ξω  ,, 00
, называется траекторией, соответствующей 

элементарному исходу Ω∈ω0 . Часто траектории называются реа-
лизациями или выборочными функциями случайного процесса.  
Таким образом, случайный процесс, описываемый случайной 
функцией ( )ωξ ,t , – это ансамбль из множества реализаций: 

( ) ( ) ( ),...,..., ,
21

ttt
kωωω ξξξ  

Семейство реализаций случайного процесса – основной экспе-
риментальный материал, на основе которого можно получить ха-
рактеристики случайного процесса. 

Пример 1. Пусть случайный процесс ( )tξ  определён форму-
лой ( ) [ ] ξ∈ξ=ξ  ,1,0 , ttt ~ [ ]1,0R . Найдём множество сечений и траек-
торий случайного процесса ( )tξ . 

В данном случае, при фиксированном [ ]1,00 ∈t  сечение 
( ) ξ=ωξ 00

tt  является случайной величиной, имеющей равномер-
ное распределение на отрезке [ ]0,0 t , т.е. ( )ωξ

0t ~ [ ]0,0 tR . Неслу-
чайные функции ( )t

0ωξ  (траектории процесса) – это прямые ли-
нии, выходящие из точки ( )0,0  со случайным тангенсом угла на-
клона, равным 0ξ . Все траектории непрерывны (рис. 1.1). 

t 
Рис. 1.1. Некоторые траектории движения  

случайного процесса tξ 
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1.2. Элементарная классификация случайных процессов 
 
Поскольку всякая классификация условна, то один и тот же 

случайный процесс может удовлетворять нескольким квалифика-
ционным критериям. Например, случайные процессы могут быть 
описаны с единых позиций в соответствии с наличием у них тех 
или иных общих признаков. 

1. Классификация по зависимости характеристик процесса 
от начала отсчёта времени: а) стационарные случайные процес-
сы; б) нестационарные случайные процессы. 

Стационарным называется такой случайный процесс, у кото-
рого определённая группа вероятностных характеристик инвари-
антна во времени, т.е. не изменяется при сдвиге времени – замене 
аргумента t  значением τ+t , где τ  – произвольный интервал. Раз-
личают стационарные в узком и широком смысле случайные про-
цессы. 

Случайный процесс называется стационарным в узком смыс-
ле, если n-мерное распределение вероятностей не изменяется со 
временем, т.е. выражения для плотности вероятностей любого по-
рядка не зависят от выбора начала отсчёта:  

( ) ( )τ+τ+τ+= nnnnnn txtxtxftxtxtxf ,,...,,,,,,...,,,, 22112211 . 

Случайный процесс называется стационарным в широком 
смысле, если его средняя и дисперсия не зависят от времени, а 
корреляционная функция зависит лишь от разности времени τ . 
Стационарные процессы, стационарные в узком смысле, стацио-
нарны и в широком, но не наоборот. 

Наиболее труден для изучения класс нестационарных случай-
ных процессов. Они делятся по различным дополнительным при-
знакам на элементарные, квазистационарные, периодические и 
почти периодические, аддитивные, мультипликативные, сепара-
бельные, структурно однородные и т.п. случайные процессы. 

2. Классификация по типу областей существования и из-
менения случайных процессов (табл. 1). 

Это процессы с дискретным и непрерывным временем, с дис-
кретными и непрерывными состояниями. Таким образом, в зави-
симости от характера множества T  и множества состояний слу-
чайной функции ( )tξ  такие процессы делятся на четыре подкласса, 
указанные в табл. 1. 
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Т а б л и ц а  1 
 

 
 
3. Классификация по наличию или отсутствию зависимо-

сти вероятности распределения координат случайной функ-
ции от её предыстории: а) марковские; б) немарковские. 

Случайный процесс называется марковским, если его будущее 
зависит лишь от настоящего значения и не зависит от прошлого. 
Более точное определение будет дано позднее в терминах услов-
ных плотностей распределения случайных величин ( )ωξ

it . 
Оказывается, что многие реальные физические системы имеют 

не более чем счётное множество возможных состояний, а их пове-
дение адекватно моделируется посредством марковских процес-
сов. 

Свойства t  Свойства ( )tξ  Вид одной реализации Примеры 

Параметр 
t  дискретен 

Случайная 
функция ( )tξ  
дискретна 

 

Цепи Марко-
ва 

Параметр 
t  дискретен 

Случайная 
функция ( )tξ  
непрерывна 

 

Обобщённые 
цепи Маркова 

Параметр 
t  непреры-
вен 

Случайная 
функция ( )tξ  
дискретна 

 

Потоки зая-
вок на обслу-
живание в 
системах мас-
сового об-
служивания 

Параметр 
t  непреры-
вен 

Случайная 
функция ( )tξ  
непрерывна 

 

Задачи  тео-
рии управле-
ния 
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4. Классификация по наличию или отсутствию связей ме-
жду средним по аргументу t  и средним по множеству реализа-
ций: а) эргодические; б) неэргодические. 

Стационарный случайный процесс называется эргодическим, 
если его вероятностные характеристики могут быть получены с 
вероятностью, сколь угодно близкой к единице, в результате опе-
рации усреднения по времени одной реализации, достаточно 
большой (теоретически бесконечной) длительности. 

5. Классификация по типу законов распределения. 
По этому типу может быть выделено наибольшее количество 

различных законов, например: нормальные процессы, процессы с 
независимыми приращениями, винеровские, марковские и пуассо-
новские процессы, потоки событий (процессы массового обслужи-
вания), процессы авторегрессии и скользящего среднего и т.п. 

 
1.3. Конечномерные распределения случайного процесса 

 
Пусть ( ) Ttt ∈ξ  ,  – действительный случайный процесс и зада-

но некоторое произвольное  множество  моментов  времени  
{ } .,...,, 21 Tttt n ⊂  Тогда соответствующий  набор случайных вели-
чин ( ) ( ) ( )nttt ξξξ ,...,, 21  имеет n -мерную функцию распределения 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )( ) ( )( ) ( )( ){ },...         

,...,,,,...,,,,

2211

22112211

nn

nnnn

xtxtxtP

xtxtxtPtxtxtxF

≤ξ∧∧≤ξ∧≤ξ=

=≤ξ≤ξ≤ξ=ξ   (1.1) 

которая называется n -мерной функцией распределения случайного 
процесса ( )tξ . 

Совокупность функций (1.1) для различных ,...2,1=n и всех 
возможных моментов времени Tti ∈ называется семейством ко-
нечномерных распределений случайного процесса ( )tξ . 

Рассмотрим подробнее n -мерные функции распределения и 
некоторые связанные с ними функции для 1=n  и 2=n . 

Одномерная функция распределения вероятностей непрерыв-
ного случайного процесса ( )tξ  определяется в соответствии с 
формулой (1.1) как 

( ) ( ) ( ){ }iiiiii xtPtxFtxF ≤ξ==ξ ,, . (1.2) 
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Множество реализаций ( )tiξ  случайного процесса ( )tξ  и оп-
ределение одномерной функции распределения по формуле (1.2) 
показаны на рис. 1.2. 

 
Свойства ( )txF ,  стандартны – это обычные свойства функции 

распределения: 
1) ( ) +∞<<∞−≥ xtxF   ,0, ; 
2) ( ) 1,0 ≤≤ txF ; 
3) ( ) ( ) 0,  ,1, =∞−=∞ tFtF ; 
4) ( )txF ,  – неубывающая функция по x . 
Если   процесс   дискретен,  то 

( ) ( ){ }xkTPkTxF ≤ξ= 00, . (1.3) 

Плотность распределения вероятностей случайного процесса 
( )tξ  – функция ( ) ( )txftxf ,, =ξ  – представляет собой производную 

по x  от функции распределения, т.е. 

( ) ( )
x

txFtxf
∂

∂
=

,,  или ( ) ( ){ }dxxtxPdxtxf +≤ξ<≈, .  (1.4) 

Основные свойства функции плотности распределения: 

Рис. 1.2. Реализации случайного процесса с одномерной  
функцией распределения 
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1. ( ) ∞<<∞−≥ xtxf   ,0, ; 

2. ( ) ( )txFdxtxf
x

,, =∫
∞−

; 

3. ( )∫
∞

∞−

= 1, dxtxf . 

При решении многих задач используется характеристическая 
функция процесса ( )tξ ,  ко тор ая мо жет служить сто ль же эффек-
тивной характеристикой, что и плотность вероятности: 

( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )∫
∞

∞−
ξ αξ=αξ=αϕ=αϕ dxtxftitiMtt ,expexp,, , (1.5) 

где α  – аргумент характеристической функции. Видно, что харак-
теристическая функция (1.5) является преобразованием Фурье от 
соответствующей плотности распределения вероятностей ( )txf , . 
Применение обратного преобразования Фурье к характеристиче-
ской функции ( )t,αϕ  приводит к выражению 

( ) ( )( ) ( )∫
∞

∞−

ααϕαξ−
π

= dttitxf ,exp
2
1, . (1.6) 

Основные свойства характеристической функции: 

1) ( ) ( )∫
∞

∞−

==ϕ 1,,0 dxtxft ; 

2) ( ) 1, ≤αϕ t ; 

3) ( ) ( )tt ,, α−ϕ=αϕ∗ , где ∗ϕ – комплексно сопряжённая функция 
к ϕ ; 

4) если ( ) ( ) btatX +ξ= , то ( ) ( ) ( )ααϕ=αϕ ξ ibtatX exp,, ; 

5) если ( ) ( )∑
=
ξ=

n

k
k ttX

1
, то ( ) ( )∏

=
ξ αϕ=αϕ

n

k
X tt

1
,, . 

Аналогичным образом определяется и двумерная функция 
распределения вероятностей случайного процесса ( )tξ . Одномер-
ные законы распределения случайного процесса в достаточной 
мере характеризуют его, когда значения ( )tξ  в различные моменты 
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времени (в различных сечениях ансамбля реализаций) рассматри-
ваются изолированно. Для решения задач, требующих рассмотре-
ния совместно значений одной случайной функции при двух зна-
чениях аргумента t  или двух различных случайных функций при 
одном и том же значении аргумента, пользуются двумерными за-
конами распределения. 

Двумерная функция распределения характеризует:  
а) в случае одного процесса – вероятность того, что значения 

случайной функции ( )tξ , описывающей процесс, в различные мо-
менты 1t  и 2t , будут меньше уровней 1x  и 2x  (рис. 1.3);  

б) в случае двух процессов – вероятность того, что значения 
случайной функции ( )tξ , описывающей первый процесс в момент 

1t , будут меньше x , а значения другой случайной функции ( )tζ , 
описывающей второй процесс в момент времени 2t , – меньше y : 

( ) ( ) ( ){ }ytxtPtytxF ≤ζ≤ξ= 2121 ,,,, . (1.7) 

Аналогично определяются двумерные плотности распределе-
ния: 

( ) ( )
21

2211
2

2211
,,,,,,

xx
txtxFtxtxf

∂∂
∂

= . (1.8) 

Рис. 1.3. Реализации случайного процесса  
с двумерной функцией распределения 
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Определение n -мерной функции распределения случайного 
процесса ( )tξ  дано формулой (1.1), из которой видно, что случай-
ный процесс ( )ωξ ,t  можно рассматривать как совокупность всех 
его возможных сечений. Каждое сечение случайного процесса 
( )ωξ ,t  при фиксированном t  представляет собой n -мерный слу-

чайный вектор. В общем случае случайный процесс ( )ωξ ,t , Tt∈  
не может быть полностью определённым, так как он представим 
несчётной совокупностью своих сечений. Поэтому при решении 
различных задач, как теоретического, так и прикладного характе-
ра, приходится ограничиваться конечномерными законами рас-
пределения. 

n -мерная функция распределения случайного процесса ( )tξ  
обладает следующими свойствами: 

1) ( ) 1,,...,,,,0 2211 ≤≤ nn txtxtxF  – условие нормировки; 
2) ( )nn txtxtxF ,,...,,,, 2211  – неубывающая функция  

по переменным ix , т.е. ( ) 0,,...,,,,... 22111 ≥∆∆ nnn txtxtxF ,  
где      ( )−+=∆ −− nniiiiii txthxtxtxFF ,,...,,,,,...,, 1111  

( )nniiii txtxtxtxF ,,...,,,,,...,, 1111 −−− , а 0,...,, 21 ≥nhhh  произвольны; 

3) если nixi ,1, =∃ , что −∞→ix , то 
( ) 0,,...,,,, 2211 →nn txtxtxF , если же nixi ,1, =∀ , ∞→ix , то 
( ) 1,,...,,,, 2211 →nn txtxtxF ; 

4) для любой перестановки индексов { }nkkk ,...,, 21  
( ) ( )

nn kkkkkknn txtxtxFtxtxtxF ,,...,,,,,,...,,,,
22112211 = . 

Условия 3-4 называются условиями согласованности семейст-
ва конечномерных распределений. Как видно, свойства функции, 
определённой формулой (1.2), являются частным случаем выше-
приведённых свойств. 

Аналогично (1.4) и (1.8) n-мерная функция плотности распре-
деления вероятностей определяется как 

( ) ( )
n

nn
n

nn xxx
txtxtxFtxtxtxf

∂∂∂
∂

=
...

,,...,,,,,,...,,,,
21

2211
2211 , (1.9) 

а  n-мерная характеристическая функция 
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( ) ( )( )

( ) ( ) ....exp,,...,,,,...

exp,,...,,,,        

21
1

2211

1
2211

n

n

j
jjnn

n

n

j
jjnn

dxdxdxtitxtxtxf

tiMttt











ξα=

=











ξα=αααϕ

∑∫ ∫

∏

=

∞

∞−

∞

∞−

=



 (1.10) 

Оперировать формулами (1.1), (1.9), (1.10) при больших зна-
чениях n  крайне неудобно, к тому же объём экспериментального 
материала, необходимого для их получения, с увеличением числа 
сечений растёт чрезвычайно быстро. Поэтому на практике более 
чем двумерные законы распределения применяются крайне редко. 

Плотности или функции распределения меньших порядков 
( )nk ≤  можно получить обычным способом, известным из теории 
вероятностей: 

( ) ( )

( )

( ) ....,,...,,,,...

,,...,,,,            

,,,,,         

212211

2211

2221111

nkknnn

kn

kkk

dxdxdxtxtxtxf

txtxtxf

dxtxtxftxf

++

−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∫ ∫

∫

=

=

=



 (1.11) 

 
1.4. Моментные функции случайного процесса 
 

Совокупность всех конечномерных законов распределения 
случайного процесса является его полной характеристикой.  

Однако в ряде случаев для решения практически важных задач 
оказывается достаточным рассмотреть более простые характери-
стики, в частности моментные функции. 

Моментами k -го порядка случайного процесса ( )tξ  называют 
соответствующие моменты его сечений. Различают начальные и 
центральные моменты. 

Моментная функция ( )nkkk tttm
n

,...,, 21,...,, 21
, зависящая от n  

несовпадающих аргументов nttt ,...,, 21 , называется n -мерной на-
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чальной моментной функцией k-го порядка ( )nkkkk +++= ...21 . 
Её вид определяется формулой 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) nnn

k
n

kk

n

n
kkk

nkkk

dxdxdxtxtxtxfxxx

tttMtttm

n

n
n

...,,...,,,,......

...,...,,    

21221121

2121,...,,

21

21
21


∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

=

=ξξξ=

. (1.12) 

Одномерная начальная функция первого порядка 

( ) ( )[ ] ( )∫
∞

∞−

=ξ= dxtxxftMtm ,1  (1.13) 

называется математическим ожиданием (средним значением) 
случайного процесса ( )tξ  (рис. 1.4). Часто используется также 
двумерная начальная моментная функция второго порядка 

( ) ( ) ( )[ ] ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

=ξξ= 2122112121211,1 ,,,, dxdxtxtxfxxttMttm ,  (1.14) 

называемая корреляционной функцией случайного процесса ( )tξ . 
 

Рис. 1.4. Графическая иллюстрация средней одномерного случайного процесса 
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Вместо моментных функций ( )nkkk tttm
n

,...,, 21,...,, 21
 можно рас-

сматривать n -мерные центральные моментные функции k-го по-
рядка ( )nkkkk +++= ...21 , которые определяются следующими 
соотношениями: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[
( ) ( )( ) ] ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ....,,...,,,,...    

.........  

...,...,,

212211

222111

22211121,...,,

21

21
21

nnn
k

nnn

kk

n

k
nnn

kk
nkkk

dxdxdxtxtxtxftmx

tmxtmxtmt

tmttmtMttt

n

n

n

−

−−=−ξ

−ξ−ξ=µ

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

 (1.15) 

Формула для p -мерного центрального момента ( )np ≤  запи-
сывается аналогично ( )pkkkp +++= ...21 : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[
( ) ( )( ) ] ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ....,,...,,,,...    

.........  

...,...,,

212211

222111

22211121,...,,

21

21
21

рnn
k

ррр

kk

n

k
ррр

kk
nkkk

dxdxdxtxtxtxftmx

tmxtmxtmt

tmttmtMttt

р

р

р

−

−−=−ξ

−ξ−ξ=µ

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

 (1.16) 

Двумерная центральная моментная функция второго порядка 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )( ) ( ) 212211222111

22211121211,1

,,,     

,,

dxdxtxtxftmxtmx

tmttmtMttKtt

−−=

=−ξ−ξ==µ

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

ξ

 (1.17) 

называется ковариационной функцией случайного процесса ( )tξ . 
Для дискретных случайных процессов (1.17) превращается в 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){
( ) ( ){ }},,                       

,

21

1 1
221121

nxnxP

nmnxnmnxnnK

ji

k

i

k

j
xjxi

×

×−−= ∑∑
= =

ξ  (1.17а) 
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где ( ) ( )21 , nxnx ji  – значения случайного процесса ( )nξ  в моменты 
появления i -го и  j-го события. 

Ковариационная функция представляет собой матричную 
функцию ( )21, ttKξ  размера nn ×  двух скалярных переменных 1t  и 

2t , значения которых при фиксированных Ttt ∈21,  равны кова-
риации двух случайных векторов: ( )ωξ ,1t  и ( )ωξ ,2t , т.е. 

( ) ( ) ( )[ ]ωξωξ=ξ ,,,cov, 2121 ttttK . 
Моментные функции могут быть определены из характеристи-

ческой функции путём дифференцирования. Например, значение  
k-й производной от характеристической функции ( )t,αϕ  при 0=α  
даёт одномерную начальную моментную функцию  k-го порядка: 

( )( ) ( )
0

,1

=α










α∂
αϕ∂

=ξ k

k

kk
t

i
tm . (1.18) 

Аналогичная по математическому содержанию формула даёт 
значение  k-й производной от n-мерной характеристической функ-
ции: 

( ) ( )

( ) ( )
,

...
,,...,,,,

,...,,   

021

2211
...

...
21,...,,

21

21

21
21

=α

+++

+++−













α∂α∂α∂

αααϕ∂
×

×=

n

k

n
n

k
n

kk
nn

kkk

kkk
nkkk

ttt

itttm

 (1.19) 

где ( )nkkkk +++= ...21 . 
Итак, в общем случае математическое ожидание одномерного 

случайного процесса ( )tξ  определяется формулой (1.13). У ста-
ционарных случайных процессов математическое ожидание не 
зависит от времени и постоянно. Если процесс не только стацио-
нарен, но и обладает эргодическим свойством, то у такого процес-
са среднее по ансамблю реализаций равно с вероятностью, близ-
кой к единице, среднему по времени, определяемому по одной 
реализации, т.е. 

( ) ( ) ( )∫
−∞→

ξ ξ=ξ=
T

TT
dtt

T
ttm

2
1lim . (1.20) 

Если процесс дискретен, то  
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( ) ( )∫
∞

∞−
ξ = dxkTxxfkTm 00 ,  (1.21) 

и ( ) ( )∑
−=∞→

ξ ξ
+

=
N

NkТ
kT

N
tm 012

1lim  для эргодического случайного 

процесса. 
Полагая в формуле (1.17) ttt == 21 , получим следующее значе-

ние одномерной центральной моментной функции второго порядка: 

( ) ( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( ) ( )tDdxtxftmxtmtMt ξ

∞

∞−
ξ =−=−ξ=µ ∫ , 2

1,1 . (1.22) 

Это выражение определяет дисперсию случайного процесса 
( )tξ  (рис. 1.5). Таким образом, как математическое ожидание, так 

и дисперсия случайного процесса определяются его одномерным 
законом распределения. 

 

Квадратный корень из дисперсии ( )tDξ  называется средним 
квадратическим отклонением ( )tξσ  случайного процесса ( )tξ : 

( ) ( )tDt ξξ =σ . (1.23) 

Рис. 1.5. Графическая иллюстрация дисперсии случайного процесса 
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Ковариационная функция (1.17) характеризует степень линей-
ной связи между значениями случайного процесса в различные 
моменты времени (между двумя случайными векторами – сече-
ниями случайного процесса), а также разброс этих сечений отно-
сительно математического ожидания (рис. 1.6). Если случайный 
процесс стационарен хотя бы в широком смысле, ковариационная 
функция является функцией лишь разности 12 tt −=τ  аргументов, 
а не их значений, и принимает одно и то же значение при всех ар-
гументах 1t  и 2t , отличающихся друг от друга на одинаковую ве-

личину τ : ( ) ( )( ) ( )( )[ ]ξξξ −τ+ξ−ξ=τ mtmtMK . При стационарных и 
эргодических (по отношению к функции корреляции) случайных 
процессах ковариационная функция может быть определена по 
одной реализации процесса: 

( ) ( )( ) ( )( )∫
−

ξξ
∞→

ξ −τ+ξ−ξ=τ
T

TT
dtmtmt

T
K

2
1lim . (1.24) 

 
Рис. 1.6. График ковариационной функции 

 
Основные свойства ковариационной функции: 

1. Ковариационная функция симметрична. Перестановка аргу-
ментов даёт выражение, комплексно сопряжённое с исходным, т.е. 

( ) ( )1221 ,, ttKttK ∗
ξξ = . Для действительного случайного процесса 
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( ) ( )1221 ,, ttKttK ξξ = . При стационарных в широком смысле про-

цессах ( ) ( )τ−=τ ∗
ξξ KK , а для действительных случайных процес-

сов ( ) ( )τ−=τ ξξ KK . 
2. При ttt == 21  ковариационная функция равна дисперсии 

случайного процесса: ( ) ( )tDttK ξξ =, . 

3. ( ) ( ) ( )2121, tDtDttK ξξξ ≤ . Неравенство 3 является формой 
неравенства Коши–Буняковского. Если записать евклидову норму 
ковариационной функции, то ( ) ( ) ( )2121, tDtDttK ξξξ ≤ . 

4. Для стационарных эргодических случайных процессов 
( ) 0lim =τξ

∞→τ
K . 

В теоретических расчётах и практических исследованиях  
часто пользуются нормированной ковариационной функ- 
цией 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) .

,,
,

21

21

21

21
21 tt

ttK

tDtD

ttK
ttr

ξξ

ξ

ξξ

ξ
ξ σσ

==  (1.25)
 

Свойства функции ( )21,ttrξ  вытекают из её определения и того 
факта, что коэффициент корреляции любых двух случайных вели-
чин по модулю не превосходит единицу. 

В теории случайных процессов используется понятие интер-
вала корреляции  

( ) ( )∫ ∫
∞ ∞

ξ
ξ

ξ ττ
σ

=ττ=τ
0 0

2
1 dKdrk . (1.26) 

Эта величина даёт ориентировочное представление о том, на 
каких интервалах времени в среднем имеет место корреляция ме-
жду сечениями случайного процесса. Геометрически это выража-
ется в виде рис. 1.7. Таким образом, kτ  – это длина основания 
(или половина длины основания) прямоугольника высотой ( )0ξK , 
площадь которого равна площади под кривой ( )τξK . 
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Пример 2. Построить семейство реализаций (траекторий) ска-

лярного случайного процесса ( ) ( ) [ ]baTtu
t

t , ,
1

1, 2 =∈ω
+

=ωξ , где 

( )ωu  – скалярная случайная величина, распределённая по закону 
Пуассона с параметром 5,0=λ . Найти математическое ожидание 
и дисперсию этого случайного процесса. 

Здесь, как и в примере 1, для получения траекторий достаточ-
но знать (и задать конкретные значения) величины случайной пе-
ременной ( )ωu . Так как ( )ωu  распределена по закону Пуассона с 

5,0=λ , то ( ) ,...2,1,0 ,
!

=
λ

== λ− me
m

muP
m

 

Таким образом, ( )ωu  может принимать значения 0, 1, 2,… 
Следовательно, неслучайная функция ( )t

0ωξ  – траектории процес-
са будут описываться формулой  

( ) ,...2,1,0 ,
1 2 =
+

=ξ n
t

nt  

Найдём математическое ожидание процесса по определению 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]ω
+

=



 ω
+

=ωξ=ξ uM
t

u
t

MtMtm 22 1
1

1
1, . Так как мате-

матическое ожидание величины, распределённой по закону Пуас-

Рис. 1.7. Графическая интерпретация интервала корреляции 
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сона, равно параметру этого закона λ , то ( ) ( )22 12
1

1 tt
tm

+
=

+
λ

=ξ . 

Аналогично с дисперсией 

( ) ( ) =



 ω
+

=ξ u
t

DtD 21
1  

( )
( )[ ]

( )2222 12

1

1

1

t
uD

t +
=ω

+
. 

Пример 3. Найти математическое ожидание, ковариационную 
функцию, дисперсию, одномерный и двумерный законы распреде-
ления скалярного случайного процесса ( ) ( ) ( )  ,, 2ttt ωβ+ωα=ωξ  

[ ]∞=∈ ,0Tt , где ( )ωα  и ( )ωβ  – независимые скалярные случайные 
величины, распределённые по нормальному закону с нулевым ма-
тематическим ожиданием и дисперсией, равной 0,25. 

Выпишем характеристики случайных величин ( )ωα  и ( )ωβ , 
,0== βα mm  25,0== βα DD . Функции плотности вероятности 

обеих случайных величин одинаковы и равны 

( ) ( ) 22 22 2 ,2 yx eyfexf −
β

−
α π

=
π

= . Тогда  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ,0 , 22 =ωβ+ωα=ωβ+ωα=ωξ=ξ MttMttMtMtm  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ] ( ).125,0

,
2242

2

ttDtDt

ttDtDtD

+=ωβ+ωα=

=ωβ+ωα=ωξ=ξ  

По определению ковариационной функции, 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]
( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )][ =ωβ+ωαωβ+ωα=ωξωξ=

=−ωξ−ωξ= ξξξ

2
22

2
1121

221121

,, 

,,,       

ttttMttM

tmttmtMttK

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]
( )( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( )( )[ ] ( ),125,0      

   

2121
2
2

2
121

22
2

2
1

2
212

2
1

2
21

2
2

2
1

22
212

2
121

2

ttttttDttDMtt

MttMttMtt

ttttttttM

+=+=ωβ+

+ωβωα+ωβωα+ωα=

=ωβ+ωβωα+ωβωα+ωα=

βα

 

так как ( )ωα  и ( )ωβ  независимы и, следовательно, не коррелиро-
ваны. 
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Случайный процесс ( )ωξ ,t  при любом фиксированном значе-
нии t  представляет собой линейную комбинацию нормальных 
случайных функций и в силу этого также является нормальным. 
Тогда 

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )








+
−

+π
=

π
= ξ

ξ−
−

ξ
22

2

22
2

1
2exp

1
2

2
1,

2

tt
x

tt
e

tD
txf tD

tmx

. 

Для написания формулы функции плотности двумерного за-
кона распределения случайного процесса ( )ωξ ,t  следует вспом-
нить формулу функции плотности нормального закона на плоско-
сти: 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
.           

12
1exp

12

1,

2

2

2

2

22













σ

−
+

σσ

−−
−












−

σ

−

−
−

−σπσ
=

y

y

yx

yx

x

x

xyxyyx

mymymx

mx
rr

yxf

 

При некоррелированности случайных величин X  и Y  пре-
дыдущая формула упрощается: 

( ) ( ) ( )
























σ

−
+

σ
−

−
σπσ

= 2

2

2

2

2
1exp

2
1,

y

y

x

x

yx

mymxyxf . 

В нашем случае ( )ωα  и ( )ωβ  не коррелированы, т.е.  

( ) ( ) ( )
( )( )

( )

( )( )
( ) ( )( ) .

11
exp

11

2

2
1exp

2
1,,,

2
22

2
2

2
11

2
1

2
2

2
1212

2

2
22

1
2

2
11

21
2211















+
−

+
−

++π
=













σ

−
+












+

σ

−
−

σπσ
=

ξ

ξ

ξ

ξ

ξξ

tt

x

tt

x

ttttt

tmx

t

tmx
tt

txtxf
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2. НЕКОТОРЫЕ ТИПЫ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 
 

2.1. Стационарные случайные процессы 
 

Важным классом случайных процессов являются стационар-
ные случайные процессы. Свойство стационарности означает не-
зависимость некоторых характеристик от времени. 

Рассмотрим одномерную плотность распределения ( )txf ,  
стационарного случайного процесса ( )ωξ ,t . Эта плотность не  
зависит от места сечения t , т.е. ( ) ( ) ( )xftxftxf === ...,, 21 .  
Математическое ожидание и дисперсия такого процесса будут по-
стоянны:  

( )[ ] ( ) ( )

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

==−=−=ξ

====ξ

.const,

,const,           

22
xxx

x

DdxxfmxdxtxfmxtD

mdxxxfdxtxxftM
 (2.1) 

Случайный процесс ( ) [ ]baTtt ,,, =∈ωξ  называется стацио-
нарным в узком смысле, если nkTtn k ,1,,1 =∈≥∀  и R∈τ , такого, 
что nkTtk ,1, =∈τ+ , имеет место тождество 

( ) ( )τ+τ+τ+≡ ξξ nnnn txtxtxFtxtxtxF ,,...,,,,,,...,,,, 22112211  

или, что то же самое, 

( ) ( )τ+τ+τ+≡ ξξ nnnn txtxtxftxtxtxf ,,...,,,,,,...,,,, 22112211 . (2.2) 

Очевидно, что из формул (2.2) сразу следуют формулы (2.1). 
Действительно, рассмотрим, например, одномерную плотность 
распределения ( ) ( )τ+= txftxf ,, . Тогда 

 

( ) ( ) ( ) ( ) const,,,

,,

===τ+= ∫∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
=τ+∈−=τ

∞

∞−

amdxaxxfdxtxxfdxtxxf x

atRata

. 
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Аналогичная ситуация и с дисперсией. Ковариационная функ-
ция зависит лишь от разности аргументов, т.е. 

( ) ( )[ ] ( )1221 ,,,cov ttKtt −=ωξωξ ξ . Действительно, 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )

( ).                                   

,,,       

,,,         

,,,,       

12

21122121

,,,

21221121

2122112121

12211

ttK

dxdxattxaxfmxmx

dxdxtxtxfmxmx

dxdxtxtxfmxmxttK

xx

atttatRata

xx

xx

−=

=+−−−=

=τ+τ+−−=

=−−=

ξ

∞

∞−

∞

∞−

+−=τ+=τ+∈−=τ

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
ξ

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 (2.3) 

 

Если 12 tt −=τ , то ( ) ( )τ= ,,,,, 212211 xxftxtxf  и 
( ) ( ) ( )τ−=τ=− ξξξ KKttK 12  – по свойствам ковариационной 

функции (см. подразд. 1.4). 
Случайный процесс ( ) Ttt ∈ωξ ,,  называется стационарным в 

широком смысле, если его математическое ожидание – постоян-
ный вектор, а ковариационная функция зависит от разности аргу-
ментов, т.е. ( )[ ] ( ) ( ) ( )τ=−===ωξ ξξξ KttKttKmtM x 1221, ,const, . 
Это означает, что у таких процессов функции распределения пер-
вого и второго порядков инвариантны по отношению к началу от-
счёта времени, а остальные функции (более высоких порядков) 
могут не удовлетворять этому условию. 

Очевидно, что если случайный процесс является стационар-
ным в узком смысле, то он является стационарным и в широком 
смысле. Обратное не всегда справедливо. 

Стационарные случайные процессы могут обладать или не об-
ладать эргодическим свойством. Если это свойство присутствует, то 
в случайном процессе устанавливается стационарный режим функ-
ционирования, заключающийся в том, что любая реализация этого 
процесса рано или поздно пройдёт через любое состояние независи-
мо от того, в каком состоянии находился этот процесс в начальный 
момент времени. Это значит, что любая реализация эргодического 
стационарного процесса достаточной продолжительности несёт в 
себе сведения обо всей совокупности реализаций данного процесса. 
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В этом случае математическое ожидание, дисперсия и ковариацион-
ная функция определяются формулами (1.20), (1.22) и (1.24). 

Таким образом, путём временного усреднения можно опреде-
лить различные статистические характеристики стационарного 
эргодического случайного процесса. 

Пример 4. Случайные величины A  и ϕ  независимы. Матема-
тическое ожидание и дисперсия первой из них равны соответст-
венно: 0=Am  и 2σ=AD , а ( )ππ−∈ϕ ,R . Доказать, что случай-
ный процесс ( ) ( )ϕ+ω=ξ tAt 0cos  стационарен в широком смысле 
( 0ω  – неслучайная величина). 

Найдём ξm  и ξK :  

( )[ ] ( )[ ] [ ] ( )[ ] ,0coscos 00 =ϕ+ω⋅=ϕ+ω=ξ=ξ tMAMtAMtMm  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( )( )( ( )( ))]

( )( )[ ] ( )( )[ ]{ }

( )( ) ( )( )[ ].2cos
2
1cos

2
1       

2coscos
2

   

cos2cos
2

        

coscos,

210
2

210
2

210210

2

210210

2

20102121

ϕ++ωσ+−ωσ=

=ϕ++ω+−ω⋅







=

=−ω+



ϕ++ω=

=ϕ+ω⋅ϕ+ω=ξξ=ξ

ttMtt

ttMttMAM

ttttAM

tAtAMttMttK

 

Чтобы найти значение последнего члена в предыдущей  
формуле, воспользуемся аппаратом числовых характеристик  
случайных функций. Именно, если X  – непрерывная случайная 
величина с плотностью вероятности ( )xf , а ( )XY ϕ= , то 

( )[ ] ( ) ( )∫
∞

∞−

ϕ=ϕ= dxxfxXMmy . В нашем случае  

( )( )[ ] ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )[ ] .02sin2sin
4
1       

2sin
4
122cos

4
1

2cos
2
12cos    

210210

210210

210210

=π−+ω−π++ω
π

=

=ϕ++ω
π

=ϕϕ++ω
π

=

=ϕϕ++ω
π

=ϕ++ω

π
π−

π

π−

π

π−

∫

∫

tttt

ttdtt

dttttM
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Итак, процесс ( )tξ  стационарен в широком смысле, так как его 
математическое ожидание постоянно ( 0=ξm ), а ковариационная 
функция зависит только от разности 12 tt −=τ : 

( ) ( )( ) ( )τ=−ωσ= ξξ KttttK 120
2

21 cos
2
1, . 

Рассмотрим подробнее вопрос об эргодичности стационарных 
случайных процессов. Конкретно свойство эргодичности опреде-
ляется по отношению к некоторым выбранным числовым характе-
ристикам случайного процесса ( )tξ . 

Случайный процесс ( ) [ ]lTtt ,0,, =∈ωξ , интегрируемый на 
множестве T  с весом ( ) Tttltt ∈=µ 2121 ,,1,  и обладающий посто-
янным математическим ожиданием ξm , называется эргодическим 

по отношению к математическому ожиданию ξm , если сущест-
вует предел  

( )∫ ξ
∞→

=ωξ
l

l
mdtt

l 0
,1lim . (2.4) 

Необходимым и достаточным условием эргодичности случай-
ного процесса ( )tξ  по отношению к математическому ожиданию 
является выполнение равенства 

( )∫ ∫ =ξ
∞→

l l

l
dtdtttK

l 0
21

0
212 0,1lim . (2.5) 

Практическая проверка реализации условия (2.5) может быть 
во многих случаях затруднительной, поэтому часто в случае ста-
ционарных случайных процессов используют достаточное условие 
эргодичности: 

( ) 0,lim 21
12

=ξ
∞→−

ttK
tt

. (2.6) 

Аналогичным образом определяется эргодичность случайного 
процесса по отношению к дисперсии. 

Стационарный случайный процесс ( ) [ ]lTtt ,0,, =∈ωξ , интег-
рируемый на множестве T  с весом l1 , называется эргодическим 
по отношению к дисперсии ξD , если существует предел 
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( )[ ]∫ ξξ
∞→

=−ωξ
l

l
Ddtmt

l 0

2,1lim . (2.7) 

Необходимым и достаточным условием эргодичности ( )tξ  по 
отношению к дисперсии является формула (2.5), а достаточным 
условием – (2.6). 

Обычно стационарный случайный процесс бывает неэргодиче-
ским, когда он протекает неоднородно. Например, неэргодичность 
( )tξ  может быть вызвана тем, что в нём в качестве слагаемого при-

сутствует случайная величина X  с характеристиками xm  и xD . То-
гда, так как ( ) ( ) Xtt +ξ=ξ1 , то xmmm += ξξ1

, ( ) ( ) xDKK +τ=τ ξξ1
 

и   ( ) ( )[ ] ( ) 0limlimlimlim
1

≠=+τ=+τ=τ
∞→τ

ξ
∞→τ

ξ
∞→τ

ξ
∞→τ

xxx DDKDKK . 

 
 
 

2.2. Спектральное разложение стационарного случайного 
 процесса и преобразование Фурье. Спектральная плотность 

 
 
 

Основная идея спектрального представления случайных про-
цессов заключается в том, что их можно изобразить в виде суммы 
некоторых гармоник. Такое представление даёт возможность 
сравнительно просто проводить различные, как линейные, так и 
нелинейные, преобразования над случайными процессами. Мож-
но, например, исследовать, как распределяется дисперсия случай-
ного процесса по частотам составляющих его гармоник. Использо-
вание подобной информации составляет существо спектральной 
теории стационарных случайных процессов. 

Спектральная теория позволяет использовать в расчётах изо-
бражение по Фурье случайного процесса. В ряде случаев это су-
щественно упрощает выкладки и широко применяется, особенно в 
теоретических исследованиях. 

Стационарный случайный процесс ( )tξ  может быть задан сво-
им каноническим или спектральным разложением: 

( ) ( )∑
∞

=
ξ ω+ω+=ξ

0
,sincos

k
kkkk tytxmt  (2.8) 
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где [ ] [ ] 0== kk yMxM , [ ] [ ] kkk DyDxD == , [ ] [ ]== jikk xxMyxM  
[ ] [ ] 0=== jiji yxMyyM , ji ≠ . При этом его ковариационная 

функция 

( ) ( )

( )

( ).cos              

sinsincoscos

cos,      

0

0
2121

0
1221

τ=τω=

=ωω+ωω=

=−ω=

ξ

∞

=

∞

=

∞

=
ξ

∑

∑

∑

KD

ttttD

ttDttK

k
kk

k
kkkkk

k
kk

 (2.9) 

Выражение (2.8) может быть представлено в виде 

( ) ( )∑
∞

=
ξ ψ−ω+=ξ

0
,cos

k
kkk tzmt  (2.10) 

где kψ  – фаза гармонического колебания элементарного случай-
ного процесса, представляющая собой случайную величину, рас-
пределённую равномерно в интервале в интервале ( )π2,0 , kz  – ам-
плитуда гармонического колебания элементарного случайного 
процесса, причём kz  – также случайная величина с некоторыми 

zm  и zD . 
Действительно, пусть ( ) tytxt kkkkk ω+ω=ξ sincos , тогда 0=ξk

m , 

( ) ( )[ ( )]=ω+ωω+ω=ξ 221121 sincossincos, tytxtytxMttK kkkkkkkkk
 

([
) ]

[ ] [ ]
( ) .coscos           

sinsincoscos

sinsinsincos      

cossincoscos

12

21
2

21
2

21
2

21

2121
2

τω=−ω=
=ωω+ωω=

=ωω+ωω+

+ωω+ωω=

kkkk

kkkkkk

kkkkk

kkkkkkk

DttD
ttyMttxM

ttytt

ttyxttxM

 

Если же теперь положить ( ) ( )kkkk tzt ψ−ω=ξ cos ,  
где ( )π∈ψ 2,0Rk , kω  – неслучайная величина, а kz  – случай- 
ная величина с известными zm  и zD ,  
то ( ) tztzt kkkkkkk ωψ+ωψ=ξ sinsincoscos  и 
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[ ] ∫
π

=
π

=ψ
2

0
0cos

2
1cos xdxM k , [ ] ∫

π
=

π
=ψ

2

0
0sin

2
1sin xdxM k , 

[ ] [ ] ∫
π

=
π

=ψ=ψ
2

0

22

2
1cos

2
1coscos xdxMD kk , 

[ ] [ ] ∫
π

=
π

=ψ=ψ
2

0

22

2
1sin

2
1sinsin xdxMD kk , [ ] 0cossin =ψψ kkD . 

Отсюда [ ] 0sinsinsincos =ωψ+ωψ=ξ tztzMm kkkkkkk
,  

( ) ([ )×ωψ+ωψ=ξ 1121 sinsinsincos, tztzMttK kkkkkkk
  

( )]
[ ] [ ]{
[ ]
[ ]

[ ] } ( ).cos
2

sinsinsin     

sincossincos               
cossincossin               

coscoscos           

sinsincoscos

1221
2

21

21

21
22

22

tt
mD

ttM

ttM
ttM

ttMzM

tztz

kk zz
kkk

kkkk

kkkk

kkkk

kkkkkk

−
+

=ωωψ+

+ωωψψ+
+ωωψψ+
+ωω⋅ψ⋅=

=ωψ+ωψ×

 

Таким образом, при сделанных в формулах (2.8) и (2.10) пред-
положениях о свойствах, входящих в эти формулы случайных ве-
личин, представления (2.8) и (2.10) эквивалентны. При этом слу-
чайные величины iz  и ∞=ψ ,1, ii  зависимы, так как, очевидно, 
имеют место соотношения 

[ ] [ ] .
2

,sin ,cos 
2

kkk
zz

kkkkkk DyDxD
mD

yzxz kk ===
+

=ψ=ψ  

Поскольку ковариационная функция стационарного случайного 
процесса – чётная функция, то её на интервале ( )TT ,−  можно раз-

ложить в ряд Фурье по косинусам, т.е. ( ) ∑
∞

=
ξ τω=τ

0
cos

k
kkDK , 

1ω=ω kk , 
T
π

=ω1 , ( )∫
−

ξ ττ=
T

T
dK

T
D

2
1

0 , ( )∫
−

ξ ττ=
T

T
k dK

T
D 1 . Полагая 

0=τ , получим  

( ) ∑ ∑
∞

=

∞

=
ξξ =ω==

0 0
0cos0

k k
kkk DDDK . (2.11) 
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Поскольку kω  можно интерпретировать как гармоники спек-
трального разложения стационарного случайного процесса (2.8), то 
общая дисперсия стационарного случайного процесса, представлен-
ная своим каноническим (спектральным) разложением, равна сумме 
дисперсий всех гармоник его спектрального разложения. На рис. 2.1 
показан набор дисперсий kD , соответствующих различным гармо-
никам iω . Чем более длинный интервал разложения по формуле 
(2.9) будет взят, тем точнее будет разложение по этой формуле. Ес-
ли взять TT 2=′ , то спектр дисперсии разложения спектрального 
процесса ( )tξ  на интервале ( )T ′,0  будет содержать в два раза боль-
ше составляющих (см. рис. 2.1, частоты /

iω ). 

 
 

Перепишем (2.9) в несколько ином виде: 

( )∑∑
∞

=

∞

=
ω∆ωτ∆

ω∆
=τω

00
coscos

k

k

k
kk kDD , 

где 1ω=ω∆   есть интервал между соседними частотами. Если по-
ложить  

( )k
kk SDD

ω=
ω

=
ω∆ ξ

1
, (2.12) 

 
 

Рис. 2.2. «Спектр дисперсий» стационарного случайного процесса 
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то  

( ) ( )

( ) .cos                       

coslimcos

0

000

∫

∑∑
∞

ξ

∞

=→ω∆

∞

=
ξ

ωωτω=

=ω∆ωτ∆
ω∆

=τω=τ

dS

kDDK
k

k

k
kk

 (2.13) 

Величина ( ) kk DS =ω∆ωξ  представляет собой часть общей 
дисперсии стационарного случайного процесса ( )tξ , приходящую-
ся на k-ю гармонику. При ∞→T  (или при 0→ω∆ ) функция 

( )kS ωξ  будет неограниченно приближаться к кривой ( )ωξS , кото-
рая называется спектральной плотностью стационарного случай-
ного процесса ( )tξ  (рис. 2.2). Из (2.13) следует, что функции ( )τξK  
и ( )ωξS  связаны между собой косинус-преобразованием Фурье. 
Таким образом,  

( ) ( )∫
∞

ξξ τωττ
π

=ω
0

cos2 dKS . (2.14) 

 

 
Спектральная плотность по аналогии с функцией плотности 

вероятности обладает следующими свойствами: 

Рис. 2.2. Графики функций ( )kS ωξ   и ( )ωξS  
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1. ( ) .0≥ωξS  

2. ( ) ( ) ( ) ( ) .00cos
0 0

ξξ

∞ ∞

ξξ ==ωω⋅ω=ωω∫ ∫ DKdSdS  

Если ввести функцию ( )ω∗
ξS , определённую следующим об-

разом: 

( ) ( )

( ) ( )
,0,

2

,0,
2

<ω
ω−

=ω

≥ω
ω

=ω

ξ∗
ξ

ξ∗
ξ

S
S

S
S

 

называемую спектральной плотностью стационарного случайно-
го процесса в комплексной форме, то эта функция помимо двух 
приведённых свойств обладает ещё третьим свойством – свойст-
вом чётности (рис. 2.3). 

3. ( ) ( )ω−=ω ∗
ξ

∗
ξ SS . 

 

 
 

Перепишем (2.8) в следующем виде: 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
ξ 



 ω∆ω∆

ω∆
+ω∆ω∆

ω∆
+=ξ

0
sincos

k

kk tkytkxmt . 

Рис. 2.3. Графики функции спектральной плотности 



 32 

Пусть ( )ω=
ω∆→ω∆

Xxk
0

lim , ( )ω=
ω∆→ω∆

Yyk
0

lim , тогда при ∞→T  

можно получить интегральное каноническое представление ста-
ционарного случайного процесса: 

( ) ( ) ( ) ωωω+ωωω+=ξ ∫∫
∞∞

ξ dtYdtXmt
00

sincos , (2.15) 

где случайные функции ( )ωX  и ( )ωY  представляют так называе-
мый «белый шум» (см. подразд. 2.4). Статистические характери-
стики этих функций следующие: ( )[ ] ( )[ ] 0=ω=ω YMXM , 

( ) ( ) ( ) ( )122121 ,, ω−ωδω=ωω=ωω ξSKK YX , где ( )xδ  – дельта-
функция. 

Так как 
i
eexeex

ixixixix

2
sin ,

2
cos

−− −
=

+
= , то 

( ) =ω+ω=ξ tytxt kkkkk sincos tikktikk kk eiyxeiyx ωω +
+

−
22

. Если 

обозначить 
2

kk
k

iyxz −
= , 

2
kk

k
iyxz +

= , то ( ) ti
k

ti
k

kk ezezt ωω +=ξ , 

где знак  означает комплексную сопряжённость. Следовательно, 
спектральное разложение стационарного случайного процесса в 
комплексной форме имеет вид 

( ) ∑ ∑
∞

=

∞

−∞=

ω
ξ

ωω
ξ +=





 ++=ξ

0k k

ti
k

ti
k

ti
k

kkk ezmezezmt . (2.16) 

Аналогичные действия можно провести с ковариационной 
функцией, представленной в виде (2.9), и получить 

( ) ∑
∞

−∞=

ω
ξ =τ

k

ti
k

keDK . (2.17) 

Формулу (2.13) с учётом введения функции ( )ω∗
ξS  можно пе-

реписать в следующем виде:  
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( ) ( )∫
∞

∞−

ω∗
ξξ ωω=τ deSK ti , (2.18) 

а функцию ( )ω∗
ξS  – как  

( ) ( )∫
∞

∞−

ωτ−
ξ

∗
ξ ττ

π
=ω .

2
1 deKS i  (2.19) 

Формулы (2.18) и (2.19) представляют собой преобразование 
Фурье спектральной плотности ( )ω∗

ξS  и ковариационной функции 
( )τξK  в комплексной форме. 
Поскольку спектральная плотность ( )ωξS  представляет собой 

плотность распределения дисперсии случайного процесса по час-
тотам его гармоник, то в некоторых приложениях теории случай-
ных процессов ( ) ( )tDK ξξ =0  интерпретируют как энергию ста-
ционарного случайного процесса, а ( )ωξS  – как плотность этой 
энергии на единицу частоты. Эта трактовка появилась после при-
менения теории стационарных случайных процессов в электротех-
нике. 

Пример 5. Найти спектральную плотность ( )ω∗
ξS  элементар-

ного случайного процесса ( ) tytxt kkkkk ω+ω=ξ sincos . 
Ранее было показано, что 0=ξk

m , ( ) τω=ξ kkDttK
k

cos, 21 ,  

где [ ] [ ] 0== kk yMxM , [ ] [ ] kkk DyDxD == , 12 tt −=τ .  
По формуле (2.14)  

( ) ( )

( ) ( )[ ]∫

∫ ∫
∞

∞ ∞

ξξ

=ττω+ω+τω−ω
π

=

=τωττω
π

=τωττ
π

=ω

0

0 0

coscos

coscos2cos2

dD

dDdKS

kk
k

kkkk

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫
∞

τω+ω−τω+ωτω−ω−τω−ω τ+++
π

=
02

deeeeD kkkk iiiik ,  

так как по формуле Эйлера 
2

cos
ωτ−ωτ +

=ωτ
ii ee . Далее,  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )




+τ+τ−−

π
=ω ∫ ∫

∞ ∞
τω−ωτω−ω−

ξ
0 0

1
2

dedeDS kk
k

iik  

( ) ( ) ( ) ( ) =



τ+τ−−+ ∫ ∫

∞ ∞
τω+ωτω+ω−

0 0
1         dede kk ii  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) =







τ+τ

π
=




τ+





+τ−−+τ+τ−

π
=

∫ ∫∫

∫ ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

τω+ωτω−ω
∞

τω+ω

∞−

∞

∞−

τ−ω+ωτω−ωτ−ω−ω

dedeDde

dededeD

kkk

kkk

iiki

iiik

2
        

1
2

0

0

0

0

 

( ) ( )[ ]kkkD ω+ωδ+ω−ωδ=                       , 

где ( ) ∫
∞

∞−

ωτ τ
π

=ωδ dei

2
1  – интегральное представление в виде пре-

образования Фурье δ -функции Дирака. Выражение для ( )ωξk
S  

можно было таким и оставить, но для положительных ω  (так как 
0>ωk ), принимая во внимание свойства δ -функции, (см. табл. 6 

на с. 141), ( ) 0≡ω+ωδ k . Таким образом, ( ) ( ).kkDS ω−ωδ=ωξ   

Тогда ( ) ( ) ( ) ( )[ ]kk
kDSS

kk
ω+ωδ+ω−ωδ=ω=ω ξ

∗
ξ 22

1 . 

Найдём теперь заданную спектральную плотность в ком-
плексной форме. Функции ( )ωξS  и ( )ω∗

ξk
S  – действительные не-

отрицательные функции. ( )ω∗
ξk

S  – чётная функция, определённая 
на интервале ( )∞∞− , , ( )ωξS  – определена на интервале ( )∞,0 , и 

на этом интервале ( ) ( )ω=ω ξ
∗
ξ kk

SS
2
1  (см. рис. 2.3). 

По формуле (2.19)  

 ( ) ( ) ∫∫
∞

∞−

ωτ−
∞

∞−

ωτ−
ξ

∗
ξ =ττω

π
=ττ

π
=ω deDdeKS i

kk
i

kk
cos

2
1

2
1
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( ) ( ) =







τ+τ

π
=

=











τ

+
π

=ττω
π

=

∫

∫∫

∞

∞−

τω+ω−τω−ω

∞

∞−

ωτ−
τω−τω∞

∞−

ωτ−

dedeD

deeeDdeD

kk

kk

iik

i
ii

ki
k

k

4
           

22
cos

2
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) =







τ−−+τ−−

π
= ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

τ−ω+ωτ−ω−ω dedeD kk iik 11
4

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]kk
kiik DdedeD kk ω+ωδ+ω−ωδ=








τ+τ

π
= ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

τω+ωτω−ω

24
. 

Пример 6. Найти спектральную плотность случайного про-
цесса, если его ковариационная функция ( ) τα−

ξ =τ DeK . 
По формуле (2.19) 

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

ωτ−τα−ωτ−
ξ

∗
ξ =τ

π
=ττ

π
=ω deDedeKS ii

kk 2
1

2
1  

( )

=





ω−α−
+

ω−απ
=

=







τ+τ

π
=τ

π
=

∞ωτ−ατ−

∞−

ωτ−ατ

∞−

∞
ωτ−ατ−ωτ−ατ

∞

∞−

ωτ+τα−
∫ ∫∫

0

0

0

0

11
2

     

22

ii

iii

e
i

e
i

D

dedeDdeD

2222
2

2
11

2 ω+α
α

⋅
π

=
ω+α
α

⋅
π

=





ω+α
+

ω−απ
=

DD
ii

D . 

Более подробно вопросы спектрального представления ста-
ционарных случайных процессов и соответствующие формулы, 
выражающие характеристики этих процессов, рассмотрены в под-
разд. 3.1 – 3.3. 

 
 

2.3. Нормальные случайные процессы 
 
 

Случайный процесс ( ) RTtt ⊂∈ωξ ,,  называется нормальным 
или гауссовским процессом, если любые его конечномерные зако-
ны распределения являются нормальными, т.е. случайный вектор 
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( ) ( ) ( )( )Tnttt ξξξ ,...,, 21  имеет нормальное распределение при любых 
Tttt n ∈,...,, 21 . 

Нормальные случайные процессы являются одними из самых 
распространённых при решении технических задач. Согласно цен-
тральной предельной теореме любые случайные процессы приоб-
ретают свойство нормальных, если они возникают вследствие 
смешения большого числа малых воздействий. Кроме того, откли-
ки узкополосных линейных систем также имеют нормальный ха-
рактер, даже если на вход системы подаётся случайный процесс с 
негауссовским распределением. 

Рассмотрим одномерное сечение нормального случайного 
процесса. В этом случае функция плотности вероятности будет 
иметь вид 

( )
( )

ξ

ξ−ξ
−

ξπ
=ξ D

m

e
D

tf 2
11

2
1

2
1, , т.е. ( )ξξ∈ξ DmNi , . 

Двумерное гауссовское распределение, характеризующее пару 
сечений ( )1tξ  и ( )2tξ  нормального случайного процесса, рассмот-
рено в примере 3. Для многомерных случайных процессов целесо-
образнее пользоваться матричными обозначениями. Пусть 

( ) ( )[ ] nktMtm kk ,1,, =ωξ=ξ , вектор ( ) ( ) ( )( )Tnn tmtmtmm ξξξ= ,...,, 21 , 
а ковариационная матрица  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )



















=

ξξξ

ξξξ

ξξξ

nnnn

n

n

ttKttKttK

ttKttKttK
ttKttKttK

K

,...,,
............

,...,,
,...,,

21

22212

12111

  и 0≠K . 

Тогда n-мерная функция плотности вероятности для случайно-
го процесса ( ) Ttt ∈ωξ ,,  будет иметь вид 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ,

2
1exp

2

1,...,,,...,,    

1 1

2121












⋅

−
⋅

−
−×

×
π

=

∑∑
= = ξ

ξ

ξ

ξn

i

n

j
ij

j

jj

i

ii

nnn

R
tD

tmx

tD

tmx
R

R
tttxxxf

 (2.20) 
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где ijR  – соответствующее алгебраическое дополнение определи-

теля R , а сам определитель R  равен: 

1...
............

...1

...1

21

221

112

nn

n

n

rr

rr
rr

R = , при-

чём величины ijr  определяются по формуле (1.25). 
Из формулы (2.20) следует, что n-мерная плотность вероятно-

сти нормального случайного процесса определяется лишь его ма-
тематическим ожиданием и ковариационной функцией и больше 
ни от чего не зависит. Поэтому корреляционная теория даёт пол-
ное описание нормальных случайных процессов. Если 
( ) Ttt ∈ωξ ,,  – n-мерный стационарный нормальный процесс, то его 

математическое ожидание – постоянный n-мерный вектор, а аргу-
ментом ковариационной функции является параметр 12 tt −=τ . 
Тогда оказывается, что n-мерная плотность распределения вероят-
ности зависит лишь от разности отсчётов. Таким образом, гауссов-
ский случайный процесс, стационарный в широком смысле, явля-
ется стационарным и в узком смысле. 

Многомерная характеристическая функция нормального про-
цесса будет выражаться формулой 

( ) ( )

( ) ( ) ,,
2
1exp    

exp,,...,,,,

1 1 1

1
2211









αα−α=

=
















ξα=αααϕ

∑ ∑∑

∑

= = =
ξξ

=

n

k

n

k

n

l
lklkkk

n

k
kknn

ttKtmi

tiMttt
 (2.21) 

где iα  – произвольные вещественные числа, Tti ∈ , 
( ) ( ) ( )[ ]lklk ttttK ξξ=ξ ,cov, .  
Выражения для двумерной и одномерной характеристической 

функции нормального случайного процесса (при нулевом матема-
тическом ожидании) имеют вид 

( ) ( ) 







αα−=ααϕ ∑∑

= =
ξ

2

1

2

1
2211 ,

2
1exp,,,

k l
lklk ttKtt , 

( ) ( ) .
2
1exp, 2





 α−=αϕ ξ tDt  (2.22) 
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Пример 7. Пусть nZZZ ,...,, 21  – совокупность случайных ве-
личин, совместное распределение которых нормальное. Показать, 

что случайный процесс ( ) ( )∑
=

=ξ
n

l
ll tfZt

1
, где ( )tfl  – некоторые де-

терминированные функции, является нормальным. Найти матема-
тическое ожидание и ковариационную функцию процесса ( )tξ . 

Запишем для некоторого набора моментов времени kttt ,...,, 21  
характеристическую функцию совместного распределения сече-
ний ( ) ( ) ( )kttt ξξξ ,...,, 21 : 

( ) ( ) =





















αξ=αααϕ ∑

=

k

j
jjkk tiMttt

1
2211 exp,,...,,,,  

( )

( ) ,expexp

exp             

11 1

1 1

















=






















α=

=





















α=

∑∑ ∑

∑∑

== =

= =

n

l
ll

n

l
j

k

j
jll

k

j
j

n

l
jll

cZiMtfZiM

tfZiM

 

где ( )∑
=

α=
k

j
jjll tfc

1
. Так как совместное распределение случайных 

величин nZZZ ,...,, 21  нормальное, применим формулу (2.21): 

( )

[ ] ( )

[ ] ( ) .,cov
2
1exp

,
2
1exp

,,...,,,,            

1 1 1

1 1 1

2211









−=

=








−=

=αααϕ

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

= = =

= = =
ξ

n

l

n

m

n

l
lmlmll

n

l

n

m

n

l
lmlmll

kk

ccttcZMi

ccttKcZMi

ttt

 

Но    [ ] [ ] ( )∑ ∑ ∑
= = =

=












α=
n

l

n

l

k

j
jjllll tfZMcZM

1 1 1
 

     ( ) ( )[ ]∑∑ ∑
== =

αξ=







α=

k

j
jj

k

j

n

l
jjll tMtfZM

11 1
,  
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( )[ ] ( ) [ ] ( ) ( )tmtfZMtfZMtM
n

l
ll

n

l
ll ξ

==
==








=ξ ∑∑

11
 и 

( ) [ ] [ ] [ ]{ }∑ ∑∑ ∑
= == =

=−=
n

m

n

l
lmlmlm

n

m

n

l
lmlm ccZMZMZZMccZZ

1 11 1
,cov   

[ ] [ ] [ ]{ }{ ( )∑ ∑ ∑
= = =

×α−=
n

m

n

l

k

i
iimlmlm tfZMZMZZM

1 1 1
  

( ) [ ] ( ) ( )[ ]{∑ ∑ ∑ ∑∑
= = = == 




−αα−=






α×
k

i

k

j

n

m

n

l
jjliimlm

k

j
jjl tftfZZMtf

1 1 1 11
 

[ ] ( ) [ ] ( ) }} ( ) ( )[ ]{∑ ∑
= =

−ξξ=αα−
k

i

k

j
jijjlliimm ttMtfZMtfZM

1 1
  

( ) ( )} ( )

( ) ( )[ ]∑∑

∑∑

= =

= =
ξξξ

ααξξ=

=αα=αα−

k

i

k

j
jiji

k

i

k

j
jijijiji

tt

ttKtmtm

1 1

1 1

,,cov                 

,            

 

так как ( ) ( )( )[ ] =−−=
lm ZlZmlm mZmZMZZ ,cov [ ]( ) [ ]( )[ ]llmm ZMZZMZM −− = 

[ ] [ ] [ ]lmlm ZMZMZZM −= . Таким образом, характеристическая 
функция процесса ( )tξ  удовлетворяет формуле (2.21), ибо  

( ) ( ) ( ) 







αα−α=αααϕ ∑∑∑

= =
ξ

=
ξ

k

m

k

l
lmlm

k

l
llkk ttKtmittt

1 11
2211 ,

2
1exp,,...,,,,  

и рассмотренный случайный процесс ( ) ( )∑
=

=ξ
k

l
ll tfZt

1
 является 

нормальным. 
Пример 8. Найти одномерную характеристическую функцию 

нормального процесса ( )tξ , имеющего функцию плотности рас-
пределения вероятностей, равную: 

( ) ( ) ( )










 −
−

π
==

D
mx

D
xftxf

2
exp

2
1,

2
. 
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Так как 0≠=ξ mm , то воспользуемся формулой, аналогичной 
(2.22), но с учётом ненулевого математического ожидания: 

( ) ( ) ( ) 



 α−α=αϕ ξξ

2

2
1exp, tDtimt . Тогда ( ) ( ) 






 α−α=αϕ=αϕ 2

2
exp, Dimt . 

 
 
2.4. Абсолютно случайный процесс (белый шум) 
 
 

Случайный процесс ( )tξ , у которого ковариационная функция 
равна произведению неслучайной функции ( )tf  на дельта-
функцию ( ) ( )τδ=−δ 12 tt , т.е.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )τδ=−δ=ξ 112121, tftttfttK , (2.23) 

называется нестационарным белым шумом. Если ( )tf  не зависит 
от t , т.е. ( ) const== ctf , то 

( ) ( ) ( )τδ=−δ=ξ cttcttK 1221,  (2.24) 

и случайный процесс ( )tξ  называется стационарным белым шу-
мом. Название «белый шум» возникло по аналогии с белым све-
том, который в видимой части имеет равномерный сплошной 
спектр. 

Интеграл от дельта-функции по любому интервалу, содержа-

щему точку 0=τ , равен единице:  ( )∫
ε+τ

ε−τ

∈ε∀=δ Rdtt ,1 .  

Из этого следует, что значения рассматриваемого процесса 
( )tξ  в любые два, сколь угодно близкие моменты времени не кор-

релированы, а следовательно, независимы. Поэтому подобный 
процесс называют абсолютно случайным процессом. Ковариаци-
онная функция белого шума равна нулю для всех τ , кроме 0=τ , 
при котором ( ) ∞=τξK  и имеет структуру дельта-функции 
(рис. 2.4), т.е.  

( ) ( )




=τ=∞
≠τ≠

=τ= ξξ .0, ,
,0, ,0

,
21

21
21 tt

tt
KttK  (2.25) 
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Найдём спектральную плотность абсолютно случайного про-

цесса. По формуле (2.19)  

( ) ( ) ( )

( ) .const
222

    

2
1

2
1

0 =
π

=
π

=ττδ
π

=

=ττδ
π

=ττ
π

=ω

ω−
∞

∞−

ωτ−

∞

∞−

ωτ−
∞

∞−

ωτ−
ξ

∗
ξ

∫

∫∫

cecdec

decdeKS

ii

ii

 

Таким образом, спектральная плотность белого шума посто-
янна на всех частотах (см. рис. 2.4). Абсолютно случайный про-
цесс можно представить как предельный случай последовательно-
сти коротких независимых и одинаково распределённых импуль-
сов с большой дисперсией. Такие процессы встречаются в инже-
нерных задачах при рассмотрении различных естественных помех 
типа теплового и радиошума. 

При 0=τ  ( ) ∞=τξK , что физически невозможно, поэтому 
формулы (2.23), (2.24) и (2.25) следует рассматривать как удобную 
математическую абстракцию. 

Пример 9. На оси t0  имеется простейший поток событий 
(стационарный пуассоновский, см. подразд. 2.5) с интенсивностью 
λ . Случайный процесс ( )tξ  в момент появления i -го события 
( ),...3,2,1=i  принимает случайное значение iX  и сохраняет его до 
следующего события в потоке (рис. 2.5). В начальный момент 
( ) 00 X=ξ , причём случайные величины ,...,...,, 10 iXXX независи-

мы и одинаково распределены. Рассмотреть предельный случай 

Рис. 2.4. Графики функций ( )τξK   и  )(ω∗
ξS  белого шума 
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для случайного процесса ( )tξ  при условии ∞→∞→λ xD,  и 

const==
λ

c
Dx . 

Рис. 2.5. Графическое представление простейшего потока событий 
 

Найдём вначале характеристики случайного процесса в непре-
дельном случае. Пусть функция плотности вероятности распределе-

ния равна ( )xf . Тогда [ ] ( ) ( )∫
∞

∞−
ξ === xi mdxxxftmXM , 

[ ] ( ) ( )∫
∞

∞−

=−= xxi DdxxfmxXD 2 . Для нахождения ковариационной 

функции воспользуемся формулой ( ) ( )( ) ( )( )[ ]xx mtmtMttK −ξ−ξ=ξ 2121, . 
Если между точками 1t  и 2t  не появилось ни одного события, 

то ( ) ( ) xx mtmt −ξ=−ξ 21  и ( ) ( )( )[ ] xx DmtMttK =−= 2
121, ξξ . Если 

же между точками 1t  и 2t  появилось хотя бы одно событие (см. 
рис. 2.5), то ( )( ) ( )( )[ ] 021 =−ξ−ξ xx mtmtM , так как величины iX  
независимы по условию задачи. 

Для вычисления ковариационной функции нужно применить 
формулу (1.17а) для дискретных случайных процессов (см. под-
разд. 1.4). В нашей схеме следует учесть два случая: когда в ин-



 43 

тервале ( )21,tt  длиной τ  произошло хотя бы одно событие про-
цесса ( )tξ  или не произошло ни одного. Для пуассоновского про-

цесса ( )( ) ( ) λτ−λτ
==τ+ξ e

n
nttP

n

!
, , где const=λ  – параметр пуас-

соновского процесса. Очевидно, ( )( ) λτ−==τ+ξ ettP 0, , а 

( )( ) λτ−−=>τ+ξ ettP 10, . Тогда по формуле (1.17а) 

( ) ( ) λτ−λτ−λτ−
ξ =⋅−+= eDeDettK xx 01, 21 . Если 12 tt < , то 

( ) ( )τ−λ−
ξ = eDttK x21,  и в общем случае ( ) τλ−

ξ =τ eDK x . Таким об-
разом, ковариационная функция рассматриваемого процесса ( )tξ  
не зависит от вида функции ( )xf , а зависит только от дисперсии 

xD , т.е. процесс ( )tξ  стационарен. Вид ковариационной функции 
( )τξK  показан на рис. 2.6. При увеличении параметра λ  ковариа-

ционная функция ( )τξK  «стягивается» к началу координат, т.е. 
ведёт себя как дельтаподобная функция. При ∞→λ   

( )( ) ( ) τλ−

∞→λ
ξ

∞→λξ =τ=τ eDKK xlimlim1 . Отсюда  

( )( )




≠τ
=τ

=τξ .0,0
,0,1 xD

K  

Рис. 2.6. Графики функции ( )τξK  

для разных значений параметра  λ 
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Учтём ещё условия ∞→xD  и cDx =
λ

. Тогда ( ) ==τ τλ−
ξ eDK x  

τλ−τλ− λ=λ
λ

= ece
Dx . ( )( ) ( )τδ=λ=λ=τ τλ−

→∞λ

τλ−

→∞λξ cececK limlim2 . 

Таким образом, случайный процесс ( )tξ  представляет собой белый 
шум. 

 
 

2.5. Пуассоновские процессы, потоки событий 
 
 

Пуассоновским процессом с параметром λ  называется слу-
чайный процесс ( ) [ ]∞=∈ωξ ,0,, Ttt , обладающий следующими 
свойствами: 

а) ( ) 0,0 ≡ωξ ; 
б) 1>∀n  и nkTtk ,1, =∈  таких, что nttt <<<< ...0 10 , случай-

ные величины ( ) ( ) nktt kk ,1,,, 1 =ωξ−ωξ −  являются независимыми; 
в) Ttt ∈∀ 21,  таких, что 210 tt <≤  случайная величина 

( ) ( )ωξ−ωξ ,, 12 tt  распределена по закону Пуассона с параметром 
( )12 tt −λ , т.е.  

( ) ( ){ } ( )( ) ( ) { } .0 ,
!

,, 1212
12 Nke

k
ttkttP tt

k
∪∈

−λ
==ωξ−ωξ −λ−  (2.26) 

Рассмотрим приведённое формальное определение более под-
робно. Пуассоновский процесс описывает распределение потока 
событий, регистрируемых во времени в порядке их поступления. 

Потоком событий называется последовательность однород-
ных событий, появляющихся одно за другим в случайные моменты 
времени: поток вызовов на телефонной станции, поток забитых 
шайб при игре в хоккей, поток электронов, испускаемых в элек-
тронной лампе, и т.п. 

Пусть ( )21,ttξ  – число событий на интервале ( )21,tt  – случай-
ная величина, принимающая дискретные значения 0,1,2,…, n   
с вероятностью ( ){ } ( )2121 ,, ttPnttP n==ξ . Найдём распределение 
вероятностей ( )21,ttPn  при учёте следующих условий, которым 
удовлетворяют пуассоновские процессы. 



 45 

1. Условие независимости. Для любых nttt <<< ...21  случай-
ные величины ( )1, +ξ ii tt  независимы. Это значит, что число собы-
тий, попадающих на любой интервал времени ij tt −=τ , не зави-
сит от того, сколько событий попало на любой другой не пересе-
кающийся с ним интервал. Условие независимости пуассоновских 
событий друг от друга означает отсутствие последействия в пото-
ке. Если ( )tξ  – число событий потока на интервале ( )t,0 , то ( )tξ  
будет случайной неубывающей целочисленной функцией от t ; она 
остаётся постоянной во всяком промежутке, в котором не про-
изошло ни одного события. 

2. Условие однородности или стационарности потока означа-
ет, что вероятности ( )21,ttPn  не зависят от выбора начального мо-
мента 1t . Это значит, что вероятность попадания того или другого 
числа событий в любой интервал времени длиной τ  зависит толь-
ко от величины τ  и не зависит от того, где именно на оси t0  этот 
интервал расположен. Это свойство неизменности вероятностного 
режима для всех промежутков одинаковой длительности. 

Таким образом, поток событий ( )tξ  однороден во времени, слу-
чайные величины  ( )21,ttξ  и ( )τ+τ+ξ 21 ,tt  одинаково распределе-
ны. За малый промежуток времени ( )ttt ∆+,  с вероятностью 

( )tt ∆ο+∆λ  возникает только одно событие из потока 
( ){ } ( )tttttP ∆ο+∆λ==∆+ξ 1, , где λ  – параметр пуассоновского 

потока, ( )t∆ο  – бесконечно малая более высокого порядка, чем t∆ . 
3. Условие ординарности. Поток событий называется ординар-

ным, если вероятность попадания на элементарный интервал t∆  
двух или более событий пренебрежимо мала по сравнению с веро-
ятностью попадания одного события, т.е. ( ){ } ( )ttttP ∆ο=≥∆+ξ 2, . 
Практически ординарность потока событий означает, что события в 
нём появляются «поодиночке», а не группами по два, по три и т.д. 

Поток событий называется простейшим, если события в нём 
независимы, сам поток однороден и стационарен. Ординар- 
ный поток независимых событий называется пуассоновским пото-
ком. Простейший поток есть частный случай пуассоновского  
(а именно стационарный пуассоновский поток, см. пример 9  
в подразд. 2.4). 
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Найдём вероятности событий пуассоновского потока, т.е. вы-
ведем формулу (2.26):  

( ) ( ){ } ( ){ }
( ) ( ) .

!!
              

,,

t
kk

k

e
k
te

k

kttPktttPP

∆λ−λτ− ∆λ
=

λτ
=

==τ+ξ==∆+ξ=τ
 

Рассмотрим вначале случай 0=k .  Из усло вий 1  и 2  пуассо-
новского потока следует, что ( ) ( ) ( )tPtPttP ∆⋅=∆+ 000 , где ( )tP0  – 
вероятность того, что на интервале ( )t,0  не произойдёт ни одного 
события. 

Очевидно, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttPtPtPtP ∆φ−∆−=−∆−∆−=∆ 1210 1...1 , где 
( ) ( ) ( ) ...32 +∆+∆=∆φ tPtPt . Так как ( ) ( ) ( ) ttttP ∆ε+λ=∆ο+∆λ=∆ 11  и 
( ) tt ∆ε=∆φ 2 , где 1ε  и 2ε  – бесконечно малые более высокого по-

рядка, чем t∆ , то ( ) ( ) ttP ∆ε+ε+λ−=∆ 210 1 , а ( ) =∆+ ttP0  

( ) ( )[ ]ttP ∆ε+ε+λ−= 210 1 . Отсюда ( ) ( ) ( ) ( )tP
t

tPttP
021

00 ε+ε+λ−=
∆

−∆+ . 

При переходе в последнем уравнении к пределу при 0→∆t  
получим дифференциальное уравнение относительно ( )tP0 : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] =ε+ε+λ−==
∆

−∆+
→∆→∆

tPtP
t

tPttP
tt 0210

/
0

00
0

limlim ( )tP0λ− , 

т.е. ( ) ( )tPtP 0
/

0 λ−= . С учётом очевидного начального условия 
( ) 100 =P  это дифференциальное уравнение с разделяющимися пе-

ременными даёт  
( ) tetP λ−=0 . (2.27) 

Итак, получена вероятность непоявления ни одного события 
( )0=k  на интервале ( )t,0 .  

Найдём теперь вероятность ( )ttPk ∆+  при 1≥k . Произведём 
опять разбиение интервала на два ( ) ( )tttt ∆+∪ ,,0 . Если интервал 

t∆  достаточно мал, то с точностью до бесконечно малых более вы-
сокого порядка, чем t∆  (как в предыдущем случае), либо за время 

t∆  происходит одно событие совместно с тем, что за время t  уже 
произошло 1−k  событие, либо за t∆  не происходит ни одного со-
бытия совместно с тем, что за время t  произошло k  событий. 
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Следовательно, если t∆  мало, то по условию 1 (условие неза-
висимости) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tPtPtPtPttP kkk ∆⋅+∆⋅≅∆+ − 011 . Тогда, так как 

( ) ( ) ttPttP ∆λ−≅∆∆λ≅∆ 1, 01 , то ( ) ( ) ( ) ( )tPtP
t

tPttP
kk

kk
1−λ+λ−=

∆
−∆+  

для ,...3,2,1=k . 
Очевидными начальными условиями для этой системы диф-

ференциальных уравнений, получаемых в пределе при 0→∆t , 
являются условия ( ) ( ) ( ) 00,...,00,10 10 === kPPP . Введём произво-
дящую функцию для вероятностей ( )tPk , а именно 

( ) ( )∑
∞

=
=

0
,

k

k
k xtPxtU . Так как ( ) 10 ≤< tPk , то этот ряд сходится при 

1≤x . Продифференцировав ряд по t  в его области сходимости, 
получим  

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ,
0 1

1
1

0 0
1

/

∑ ∑

∑ ∑
∞

=

∞

=

−
−

∞

=

∞

=
−

λ+λ−=λ+λ−=

=λ+λ−==
∂
∂

k k

k
k

k
k

k k

k
kk

k
k

xUUxtPxxtP

xtPtPxtP
t

U

 

т.е. ( )1−λ=λ+λ−=
∂
∂ xUxUU

t
U . Здесь, как и в предыдущем  

случае, переменные разделяются: ( ) ,1 tx
U
U

∂−λ=
∂  

( ) ( ) tt txxtU 00 1,ln −λ= , но ( ) ( )∑
∞

=
==

0

0 10,0
k

k xPxU , а 

( ) ( ) ( ) 00...00 21 ==== kPPP . 

Итак,  ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

=

λ−λ−λλ−−λ











 λ
=

λ
===

0 0

1

!!
,

k k

kt
kk

txtttx xe
k
t

k
xteeeextU .  

Тогда 

( ) ( ) t
k

k e
k
ttP λ−λ

=
!

. (2.28) 
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Определим математическое ожидание и дисперсию случайно-
го процесса. Продифференцируем обе части равенства 

( )∑
∞

=

λ−λλ− λ
=

0 !k

k
k

txtt x
k
teee  по x  и положим 1=x , тогда 

[ ] ( )

( ) ( ) ,
!

              

!

0 0

10

1
1

∑ ∑

∑

∞

=

∞

=

λ−
=

∞

=

−
λ−

=

λλ−

⋅=
λ

=

=










 λ
=λ=λ⋅

k k
k

kt
xk

k
kt

x
xtt

ktPk
k

te

kx
k

tettee

 

т.е. ( ) tktP
k

k λ=⋅∑
∞

=0
. Для дискретной случайной величины X  по 

определению математическое ожидание равно: ∑
=

⋅=
n

k
iXx xPm

i
1

. 

Следовательно, в нашем случае 
( ) ( )[ ] ttMtm λ=ξ=ξ . (2.29) 

Аналогично, дифференцируя это же равенство ещё раз, получим 

[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1
!

 

1
!

12
00 0

2

10

222
1

22

tmtmktPktPkk
k

te

xkk
k

tettee

k
k

k k
k

kt
xk

k
kt

x
xtt

−=−=−
λ

=

=











−

λ
=λ=λ

∑∑ ∑

∑

∞

=

∞

=

∞

=

λ−
=

∞

=

−
λ−

=

λλ−

 

где ( ) ( )[ ]tMtm 2
2 ξ=  и ( ) ( )[ ]tMtm ξ=1  – соответствующие момент-

ные функции. Но ( )( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }22 tMtMtD ξ−ξ=ξ , тогда  

( ) ( )( ) tttttDtD λ=λ−λ+λ=ξ=ξ
2222 . (2.30) 

Таким образом, пуассоновский случайный процесс – неста-
ционарный случайный процесс. 

Найдём теперь ковариационную функцию ( )21, ttKξ . Пусть 

12 tt > . Рассмотрим промежуток ( ]2,0 t , разбив его на два проме-
жутка: ( ]1,0 t  и ( ]21,tt . Приращение пуассоновского случайного 
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процесса  на всём промежутке ( ]2,0 t  равно сумме его приращений 
на промежутках ( ]1,0 t  и ( ]21,tt : ( ) ( ) ( )1221121 tttt −ξ+ξ=ξ , где 

( ) ( ) ( )1121122 tttt ξ−ξ=−ξ  – приращение процесса за промежуток 
( ]21,tt , т.е. число событий за время ( ]21,tt . 

По определению пуассоновского случайного процесса его  
приращения на непересекающихся промежутках времени являют- 
ся независимыми случайными величинами. Тогда 

( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )[ ]( )[ ] 01221221111 =−ξ−−ξξ−ξ ttMtttMtM . Из-за незави-
симости процессов ( )11 tξ  и ( )122 tt −ξ  получим ( ) ( )[ ] =−ξξ 12211 tttM  

( )[ ] ( )[ ] ( ) =−λλ=−ξξ= 12112211 tttttMtM ( )121
2 ttt −λ . С другой  

стороны, ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )( )[ ]=ξ−ξξ=−ξξ 11211112211 tttMtttM  

( ) ( )[ ] ( )[ ]1
2
12111 tMttM ξ−ξξ= . Тогда ( ) ( )[ ] =ξξ 2111 ttM  

( ) 121
22

1
2

121
2 tttttttt λ+λ=λ+λ+−λ= , так как  ( )[ ] tttM λ+λ=ξ 2

1
2
1 . 

Отсюда можно легко найти ковариационную функцию  
пуассоновского процесса: ( ) ( ) ( )[ ] =ξξ=ξ 211121 cov, ttttK  

( )( ) ( )( )[ ] =λ−ξλ−ξ= 221111 ttttM ( ) ( ) ( )[ ( ) ]=λ−ξλ−ξλ−ξξ 21
2

2111122111 ttttttttM  

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] =λ+ξλ−ξλ−ξξ= 21
2

2111122111 tttMttMtttM  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 21
2

211121
2

21
2

21
2

2111 ttttMttttttttM λ−ξξ=λ+λ−λ−ξξ= .  
Окончательно получим  

( ) 121
2

121
2

21, ttttttttK λ=λ−λ+λ=ξ . (2.31) 

Аналогично при 21 tt >  найдём ( ) 221, tttK λ=ξ . Объединив оба 
результата, получим  

( ) ( )2121 ,min, ttttK λ=ξ . (2.32) 

При 21 tt =  ( ) ( ) ttDttK λ== ξξ , , что совпадает с результатом 
формулы (2.30). Выражение для нормированной ковариационной 
функции (см. формулу (1.25)) найдём при 21 tt < : 

( ) ( )
( ) ( ) 2

1

21

1

21

21
21

,
,

t
t

tt
t

tDtD

ttK
ttr =

λλ
λ

==
ξξ

ξ
ξ . (2.33) 
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Приведём в заключение формулу для характеристической 
функции процесса Пуассона: 

( ) ( )[ ] ( )( )1expexp, −αλ==αϕ αξ iteMt ti . (2.34) 

По формуле (1.18) найдём, например, математи- 

ческое ожидание ( )( ) ( ) ( )
=

α∂
αϕ∂

==ξ
=α

ξ
0

1
,1 t

i
tmtm  

( )( )( ) ( ) ,exp1expexp1

0
tiitit

i
λ=αλ−αλ=

=α
 что соответствует дейст-

вительному положению. 
Таковы основные характеристики пуассоновского случайного 

процесса. 
Пример 10. Пусть ( )tξ  – однородный пуассоновский случай-

ный процесс с параметром λ . Обозначим через { }nτ  последова-
тельность моментов наступления случайных событий. Доказать, 
что временные разности 0,...,2,1,0, 01 =τ=τ−τ + nnn  – одинаково 
распределённые независимые случайные величины с функцией 
распределения ( ) tetF λ−−=1  при 0≥t  и ( ) 0=tF  при .0<t  

По формуле (2.27) вероятность непоявления ни одного собы-
тия на интервале ( )ttt ∆+00 ,  равна ( ) tetP λ−=0 . Если обозначить 
через τ  случайную длину промежутка до первого появления со-
бытия пуассоновского процесса после момента 0t , то 

( ) tetP λ−=>τ . Тогда ( ) ( )






<
≥−

=≤τ=
λ−

.0,0
,0,1

t
tetPtF

t
 Таким обра-

зом, длительность ожидания появления события в процессе  
Пуассона распределена по показательному закону, т.е. плот- 
ность вероятности ( ) tetf λ−λ= . Показательный закон часто  
наблюдается в распределении случайных промежутков, например 
в распределении сроков службы некоторых приборов, материа- 
лов и т.п. 

Пример 11 [6]. Поток машин, идущих по шоссе в одном на-
правлении, представляет собой простейший поток с интенсивно-
стью 2=λ . Человек выходит на шоссе, чтобы остановить первую 
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попавшуюся машину, идущую в данном направлении. Найти закон 
распределения времени T , которое ему придётся ждать, его мате-
матическое ожидание Tm  и дисперсию TD . 

Простейший поток – это поток без последействия. Таким об-
разом, время ожидания здесь не зависит от того, сколько времени 
назад прошла последняя машина. Следовательно, распределение 
времени T  точно такое же, как в предыдущем примере, т.е. 
аналогично распределению промежутка времени между появлени-
ем соседних машин, а именно ( ) 2,1 =λ−= λ− TeTF . Отсюда 

4
11,

2
11

2 =
λ

==
λ

= TT Dm . 
 
 

2.6. Потоки Эрланга и Пальма 
 
 

В подразд. 2.5 дано определение простейшего потока. Это 
стационарный пуассоновский поток, т.е. ординарный, стационар-
ный и без последействия. Рассмотрим теперь примеры потоков с 
ограниченным последействием. Так называются потоки (потоки 
Пальма), у которых интервалы ,...,...,, 21 nτττ  между соседними по 
времени событиями – независимые случайные величины (рис. 2.7). 
Очевидно, что стационарный пуассоновский поток является пото-
ком Пальма, поскольку интервалы времени между его соседними 
событиями распределены одинаково по показательному закону 
(см. пример 10). В связи с одинаковостью распределений 

,...,...,, 21 nτττ  поток Пальма всегда стационарен. Поток Пальма, 
отличный от простейшего, получится, если интервал времени  

Рис. 2.7. Ординарный поток событий                    Рис. 2.8. Пример функции  
плотности вероятности интер- 

валов времени в потоке 
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между соседними событиями является случайной величиной с 
распределением, отличным от показательного распределения (та-
ким, например, как на рис. 2.8). 

Потоки Пальма применяются при решении прикладных задач 
теории надёжности технических устройств, в частности в теории 
восстановления. 

Потоком Эрланга k-го порядка называется поток событий, по-
лучающийся «прореживанием» простейшего потока, когда в нем 

сохраняется каждая  k-я точка 
(событие), а все промежуточные 
выбрасываются (рис. 2.9).  

Очевидно, что интервал ( )kτ  
между двумя событиями в таком 
потоке есть сумма k  независи-

мых случайных величин, имеющих показательное распределение с 
параметром λ  – параметром исходного простейшего потока, т.е.  

( ) ∑
=
τ=τ

k

i
i

k

1
. (2.35) 

Простейший поток, таким образом, представляет собой поток 
Эрланга 1-го порядка. Для потока Эрланга k-го порядка функция 
плотности вероятности имеет вид 

( )( ) ( )
( ) ,...2,1,0,

!1

1
=>

−
λλ

= λ−
−

kte
k

ttf t
k

k , (2.36) 

а функция распределения ( )( ) ( )∑
−

=

λ−λ
−=

1

1 !
1

k

i

t
i

k e
i
ttF . (2.37) 

Числовые характеристики случайной величины ( )kτ  равны: 

( ) ( )
2,
λ

=
λ

=
kDkm k

t
k

t . (2.38) 

С ростом k  интенсивность потока за счёт «прореживания» 
уменьшается. Чтобы избежать этого, переходят к масштабирова-
нию оси времени, уменьшая масштаб на ней в k  раз при формиро-
вании потока Эрланга k-го порядка. Для этого делят интервал ( )kτ  

Рис. 2.9. Поток Эрланга 3-го порядка 
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между соседними событиями потока порядка на k . Таким образом 
получают нормированный поток Эрланга  k-го порядка. Характе-
ристики этого потока следующие: 

( )

( )( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) .1~,1~          

,
!1

~

,1~

2

1
1

λ
=

λ
=

−
λλ

==

τ=τ

λ−
−

=
∑

k
Dm

e
k

tkktkkftf

k

k
t

k
t

tk
k

kk

k

i
i

k

 (2.39) 

Пример 12 [6]. На оси t0  имеется простейший поток событий 
с интенсивностью λ . Из этого потока формируется другой поток 
следующим образом: интервал между каждыми двумя соседними 
событиями делится пополам и в точке деления вставляется ещё 
одно событие. Найти плотность распределения ( )tf  интервала τ  
между соседними событиями в новом потоке. Будет ли этот поток 
простейшим? Будет ли он потоком Пальма? 

Пусть X  – случайная величина – распределение промежутков 
времени между событиями в исходном простейшем потоке. Оче-

видно, ( ) 0, >λ= λ− xexf x , кроме того, 
2
X

=τ  по условию задачи. 

Известно, что если X  – непрерывная случайная величина с 
плотностью ( )xf , а случайная величина Y  связана с X  функцио-
нальной зависимостью ( )XY ϕ= , то плотность Y  выражается 

формулой ( ) ( )( ) ( )yyfyg /ψψ= , где ψ  – функция, обратная к 

функции ϕ . В нашем случае 
2
X

=τ , т.е. ϕ  – линейная функция 

( )
2

,
2
1, xkxxkkXY ==ϕ== , отсюда ( ) ( ) ( ) 2,2,2 // =ψ=ψ=ψ yyyy . 

Тогда ( ) ( ) yeyfyg λ−λ== 2222 , т.е. функция плотности вероятно-
сти распределения интервалов τ  в новом потоке будет иметь вид 
( ) 0,2 2

1 >λ= λ− tetf t . 
Таким образом, вновь получаем показательное распределение 

с параметром λ=λ 21 , причём интервалы между событиями рас-
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пределены одинаково. Однако они не являются независимыми. 
Действительно, два соседних интервала между событиями потока 
с вероятностью 1/2  независимы (в исходном потоке их половинки 
принадлежали разным соседним интервалам), а с вероятностью 1/2   
равны друг другу, т.е. зависимы (в исходном потоке их половинки 
располагались в одном интервале). Таким образом, новый поток  
не пальмовский и не простейший, так как простейший поток – ча-
стный случай пальмовского. 

Значит, показательное распределение интервала между собы-
тиями – недостаточное условие для того, чтобы поток был про-
стейшим. 

 
2.7. Марковские процессы (дискретные состояния,  

дискретное время) 
 

В зависимости от того, какие значения, непрерывные или дис-
кретные, принимают случайные величины ( )tξ  и их аргумент 

[ ]Tt ,0∈ , различают четыре основных вида марковских случайных 
процессов: марковские цепи ( ( )tξ  и t   дискретны), марковские по-
следовательности ( ( )tξ   непрерывно, t  дискретно), дискретные 
марковские процессы ( ( )tξ  дискретно, t  непрерывно) и непрерыв-
ные марковские процессы ( ( )tξ  и t   непрерывны). 

Основное свойство всех видов марковских процессов таково: 
случайный процесс ( )tξ  называется марковским, если для любых 
моментов времени [ ]Ttttt in ,0,...21 ∈<<<  условная функция рас-
пределения значения ( )ntξ  при фиксированных значениях 
( ) ( ) ( )121 ,...,, −ξξξ nttt  зависит только от ( )1−ξ nt , т.е.  

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }                    .

,...,,

11

112211

−−

−−

=ξ<ξ=
==ξ=ξ=ξ<ξ

nnnn

nnnn

xtxtР
xtxtxtxtP

 (2.40) 

Если вести речь о какой-нибудь физической системе, то для 
любого niti ,1, =  вероятность любого ее состояния в будущем (при 

itt > ) зависит только от состояния в настоящем (при itt = ) и не 
зависит от того, когда и каким образом система пришла в это со-
стояние. Свойство (2.40) называется марковским свойством. 
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При анализе марковских процессов с дискретными состояния-
ми удобно пользоваться геометрической схемой – графом состоя-
ний (орграфом), который изображает возможные состояния физи-
ческой системы и возможные ее переходы из одного состояния в 
другое. Состояния изображаются вершинами орграфа, а возмож-
ные переходы – дугами. 

Условную функцию распределения 

{ } ( ) ( ){ }хytPxtyF =τξ<ξ=τξ ,,  (2.41) 

называют переходной функцией марковского процесса. 
Марковский процесс ( )tξ  называется однородным (стацио-

нарным) по времени, если его переходная функция  { }τξ ,, xtyF  
зависит только от разности τ−t . Марковский процесс ( )tξ   
называется процессом с независимыми приращениями, если  
при любых [ ]Ttttt in ,0,...0 21 ∈<<<≤  случайные величины 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1121 ,...,, −ξ−ξξ−ξξ nn ttttt  независимы. Процесс с независи-

мыми приращениями называется однородным, если для любых 
( )2121 ,,, tttt <τ  приращения ( ) ( ) ( ) ( )τ+ξ−τ+ξξ−ξ 1212 , tttt  распре-

делены одинаково, т.е. не зависят от τ . 
Рассмотрим подробнее марковские цепи. Пусть для опреде-

лённости ( )tξ  принимает лишь целые значения 0, 1, 2,… для 

nn ttttt <<<<< −1210 ... . График процесса ( )tξ  изображён на 
рис. 2.10. При этом ( ) ( ) ( ) ititit n =ξ=ξ=ξ −11100 ,...,, , где iii ,...,, 10  – 
некоторые заданные целые числа. Условная вероятность равенства 
( ) jtn =ξ  в соответствие с формулой (2.40) равна: 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }.,..., 1100 itjtPititjtP nnnn =ξ=ξ==ξ=ξ=ξ −−   

Таким образом, каковы бы ни были значения 210 ,...,, −niii , 
принятые ( )tξ  до момента 1−nt , это не даёт никакой дополнитель-
ной информации, если известно значение ( ) itn =ξ −1 . 

Переходная функция для марковской цепи имеет вид 

( ) ( ){ } ( )nnijnn ttpitjtP ,11 −− ==ξ=ξ . (2.42) 
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Рис. 2.10. Марковская цепь 

 
Значения ijp  называются переходными вероятностями процесса 

( )tξ . Для однородной цепи, очевидно, ( ) ( )τ=− ijnnij pttp ,1 , где 

1−−=τ nn tt  при всяких 1−nt  и nt , т.е. в этом случае переходные 
вероятности не зависят от номера шага, а зависят только от того, 
из какого состояния и в какое осуществляется переход. 

Для марковской цепи моменты nttt ,...,, 21 , в которые физиче-
ская система меняет своё состояние, удобно рассматривать как по-
следовательные шаги процесса смены состояний системы 
( ) ( ) ( )nξξξ ,...,1,0 ; в качестве аргумента выбрать не время t , а номер 

шага: n,...,2,1  (здесь ( )0ξ  – начальное состояние системы). 
Событие ( ){ } {==ξ jn после n -го шага система находится в 

состоянии }j  случайное, поэтому последовательность состояний 
( ) ( ) ( )nξξξ ,...,1,0  можно рассматривать как последовательность слу-

чайных событий. 
Введём вероятности ( )kpi  того, что после k-го шага система 

будет в состоянии ( )nii ,...,2,1 = . Вероятности ( )kpi  называются 
вероятностями состояний марковской цепи. Очевидно, что для 

любого ( )∑
=

=
n

i
i kpk

1
1  , поскольку для каждого фиксированного k  
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всегда имеется полная группа событий. Распределение вероятно-
стей в начале процесса ( ) ( ) ( )0,...,0,0 21 nppp  называется начальным 
распределением вероятностей марковской цепи. 

Марковская цепь называется однородной, если переходные ве-
роятности ( )kpij  не зависят от номера шага k . 

Переходные вероятности (2.42) однородной марковской цепи 
образуют квадратную матрицу nnP × , равную: 



















==

nnnn

n

n

ij

ppp

ppp
ppp

pP

...
............

...

...

21

22221

11211

. (2.43) 

Для любой строки матрицы P  имеет место равенство 

∑
=

==
n

j
ij nip

1

.,...,2,1,1  (2.44) 

Вероятности ijp  суть не что иное, как вероятности того, что 
система, пришедшая к данному шагу в состояние i ,  в нём же и 
задержится на очередном шаге, т.е. это вероятности задержки сис-
темы в данном состоянии. Равенство (2.44) описывает тот факт, 
что физическая система на каждом шаге может находиться только 
в одном из множества взаимно исключающих друг друга состоя-
ний, поэтому сумма вероятностей по строкам (сумма вероятностей 
перехода из i -го состояния) должна равняться единице. 

Выведем формулу для вероятности нахождения системы на 
k -м шаге в состоянии j  для однородной марковской цепи: 

( ) ( )∑
=

==−=
n

i
ijij njkpkpkp

1
.,...,2,1,...,2,1,1  (2.45) 

Формула (2.45) получается рекуррентным образом при помо-

щи формулы полной вероятности ( ) ( ) ( )∑
=

=
n

i
ii НАPHPAP

1
, где 

niHi ,1, =  – полная группа гипотез, сопровождающих событие A . 
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Пусть заданы начальное распределение вероятностей 
( ) nipi ,...,2,1,0 =  и матрица переходных вероятностей ijp . Пред-

положим, что в начальный момент (на нулевом шаге) система на-
ходится в состоянии i . Это будет одна из однотипных гипотез на-
шей схемы. Вероятность этой гипотезы равна: ( ) ( ){ }iPpi =ξ= 00 . 
Условная вероятность того, что система на первом шаге будет на-
ходиться в состоянии j , равна переходной вероятности 

( ) ( ){ }ijPpij =ξ=ξ= 01 . Тогда по формуле полной вероятности 
получим  

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( )∑

∑

=

=

==

==ξ=ξ=ξ=

n

i
iji

n

i
j

njpp

ijPiPp

1

1

.,...,2,1,0          

0101
 

Таким образом, можно найти вероятности ( ) ( ) ( )1,...,1,1 21 nppp . 
По описанной схеме определяются и вероятности нахождения сис-
темы на втором шаге. Здесь поменяются лишь вероятности гипотез 
схемы, именно ( ) ( ){ }iPpi =ξ= 11 , которые будут вычислены на пер-
вом шаге, переходные же вероятности не изменятся. Следовательно,  

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( )∑

∑

=

=

==

==ξ=ξ=ξ=

n

i
iji

n

i
j

njpp

ijPiPp

1

1

.,...,2,1,1            

1212
 

Применяя данный приём k  раз, придём к формуле (2.45). 
Во многих технических задачах используется так называемый 

стационарный или установочный режим работы физической сис-
темы. Этот режим характеризуется тем, что по прошествии доста-
точно большого времени t  вероятности пребывания системы в 
различных состояниях стабилизируются, т.е. состояния системы n  
меняются случайным образом, но их вероятности ( ) ,...2,1, =itpi  
остаются постоянными. Это значит, что в стационарном режиме 
существует постоянный предел этих вероятностей, т.е. 

( ).lim tpp iti
→∞

=  (2.46) 
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Вероятности ip , когда они существуют, называются финаль-
ными или предельными вероятностями состояний. Финальная ве-
роятность есть не что иное, как средняя доля времени, которое в 
стационарном режиме проводит физическая система в конкретном 
состоянии i . Стационарный режим характерен тем, что система 
продолжает блуждать по состояниям, но вероятности этих состоя-
ний уже не зависят от номера шага. 

Оказывается, что условия существования стационарного ре-
жима для физической системы с конечным числом состояний n  
таковы: 

1) множество всех состояний системы должно быть эргоди-
ческим. Это определение нуждается в пояснении. Множество со-
стояний системы называется связанным или эргодическим, если из 
любого состояния, входящего в множество состояний, можно по-
пасть в любое другое состояние, принадлежащее этому же множе-
ству; 

2) марковская цепь должна быть однородной, т.е. 
( ) ijij pkp = ; 
3) марковская цепь не должна быть «циклической», т.е. граф 

состояний этой цепи не должен содержать циклов. 
Марковские цепи, удовлетворяющие этим трём условиям, на-

зываются эргодическими марковскими цепями. 
Финальные вероятности системы можно найти из решения 

системы линейных алгебраических уравнений, получаемых из 
уравнений (2.45). Действительно, если однородная марковская 
цепь стационарна, то вероятность jp  состояния j  на ( )1+k -м ша-
ге не изменяется, т.е. она должна быть такой же, что и на  k-м ша-

ге: ( ) ( )∑ ∑
= =

===+
n

i

n

i
ijiijijj pppkppkp

1 1
1 , т.е. ∑

=

=
n

i
ijij ppp

1

. Пре-

образуя последнее уравнение, получаем 

( ) .,...,2,1,01
,1

njpppp
n

ji
i

jjjiji ==−+∑
≠
=

 (2.47) 

Это система линейных однородных алгебраических уравнений 
относительно финальных вероятностей nppp ,...,, 21 . Поскольку 
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система однородна, она имеет бесконечное множество решений. К 

системе (2.47) можно добавить условие нормировки ∑
=

=
n

j
jp

1
1 , за-

менив им любое из ее уравнений. Тогда получим линейную неод-
нородную систему алгебраических уравнений 

( )

,1

,,...2,1,01

1

,1

=

==−+

∑

∑

=

≠
=

n

j
j

jjj

n

ji
i

iji

p

njpppp

 (2.48) 

которая имеет единственное решение, однозначно определяя фи-
нальные вероятности nppp ,...,, 21 . 

Приведём без доказательства ещё одно свойство стационар-
ных марковских цепей. Назовём выражение iji pp  потоком веро-
ятностей, переводящим физическую систему из состояния i  в со-
стояние j . Тогда для марковской цепи в стационарном режиме 
суммарный поток вероятностей, переводящий систему в состояние 
j  из других состояний, равен суммарному потоку вероятностей, 

выводящему систему из состояния j : 

.,...,2,1,
,1,1

njpppp
n

ji
i

jij

n

ji
i

iji == ∑∑
≠
=

≠
=

 (2.49) 

Эти условия часто называют балансовыми условиями для со-
стояния j . Из (2.49) с добавлением условия нормировки и удале-
нием любого уравнения также можно получить значения финаль-
ных вероятностей системы. 

Пример 13 [6]. В процессе эксплуатации ЭВМ может рас-
сматриваться как физическая система, которая в результате про-
верки может оказаться в одном из следующих состояний: 1 – пол-
ностью исправна, 2 – имеет незначительные неисправности опера-
тивной памяти, при которых она может решать задачи, 3 – имеет 
существенные неисправности и может решать ограниченный класс 
задач, 4 – полностью вышла из строя. В начальный момент време-
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ни ЭВМ полностью исправна (состояние 1). Её проверка произво-
дится в фиксированные моменты времени 21 , tt  и 3t . Процесс, 
протекающий в ЭВМ, может рассматриваться как однород- 
ная марковская цепь с тремя шагами (первая, вторая и третья  
проверка ЭВМ). Матрица переходных вероятностей имеет вид 



















=

0.1000
65.035.000
2.045.035.00
2.02.035.025.0

ijp . Найти вероятности состояний 

ЭВМ после трёх проверок. 
Изобразим вначале граф состояний данной физической систе-

мы (ЭВМ) (рис. 2.11). 

Рис. 2.11. Граф состояний ЭВМ 
 

Вероятности переходов матрицы ijp  указаны на соответст-
вующих дугах. Очевидно, начальные вероятности состояний тако-
вы: ( ) ( ) ( ) ( ) 0000,10 4321 ==== pppp . По формуле (2.45) найдём 
вероятности следующих состояний. При этом учтём только те, из 
которых возможен непосредственный переход в данные состояния 
(см. рис. 2.11). 

Итак, по формуле (2.45)  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+++=
========


0,4
414

0,3
313

0,2
212

0,1
1111 00001

kikikiki

ppppppppp  

.25,000000025,01 =⋅+⋅+⋅+⋅=  Аналогично ( ) ( ) 35,035,0101 1212 =⋅== ppp , 
( ) ( ) 2,02,0101 1313 =⋅== ppp , ( ) ( ) 2,02,0101 1413 =⋅== ppp . Для сле-

дующих шагов цепочка переходов в данное состояние может быть 
длинней (см. рис. 2.11): 

( ) ( ) 0625,025,025,012 1111 =⋅== ppp , 
( ) ( ) ( ) 021,035,035,035,025,0112 2221212 =⋅+⋅=+= ppppp ,  
( ) ( ) ( ) ( )

,02775,035,02,0
45,035,02,025,01112 3332321313

=⋅+
+⋅+⋅=++= ppppppp

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,45,00,12,065,02,02,035,0

2,025,011112 4443432421414

=⋅+⋅+⋅+
+⋅=+++= ppppppppp

  

( ) ( ) 0156,025,00625,023 1111 =⋅== ppp , 
( ) ( ) ( ) ,0954,035,021,035,00625,0223 2221212 =⋅+⋅=+= ppppp  
( ) ( ) ( ) ( )

,2461,035,02775,065,021,0
2,00625,02223 3332321313

=⋅+⋅+
+⋅=++= ppppppp

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.6883,00,145,065,02775,02,021,02,00625,0

22223 4443432421414

=⋅+⋅+⋅+⋅=
=+++= ppppppppp

 

Итак, ( ) 0156,031 =p , ( ) 0954,032 =p , ( ) 2461,033 =p , ( ) 6883,034 =p . 
Пример 14 [8]. Известна матрица P  переходных вероятно-

стей однородной цепи Маркова. Определить: 1) число возможных 
состояний этой цепи; 2) вероятности состояний после двух шагов, 
если на нулевом шаге состояния одинаковы, а  























=

6
1

3
1

2
1

6
1

3
1

2
1

6
1

3
1

2
1

P ; 

3) финальные вероятности этой марковской цепи. 
Изобразим граф состояний данной физической системы 

(рис. 2.12). Тогда очевидно, что число возможных состояний равно 

трём. По условию задачи ( ) ( ) ( )
3
1000 321 === ppp . По формуле (2.45) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ,
2
1

2
1

3
1

2
1

3
1

2
1

3
10001 3132121111 =⋅+⋅+⋅=++= ppppppp  

( ) ( ) ( ) ( ) ,
3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1
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10001 3232221212 =⋅+⋅+⋅=++= ppppppp  
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6
1

6
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3
1

6
1

3
1

6
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10001 3332321313 =⋅+⋅+⋅=++= ppppppp  

( ) ( ) ( ) ( ) ,
2
1

2
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6
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2
1

3
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11112 3132121111 =⋅+⋅+⋅=++= ppppppp  
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1
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11112 3232221212 =⋅+⋅+⋅=++= ppppppp  
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1
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1

6
1

3
1

6
1

2
11112 3332321313 =⋅+⋅+⋅=++= ppppppp  

Итак, ( )
T

p 





=

6
1,

3
1,

2
12 , причём все три состояния доступны за 

эти два шага.  
Финальные вероятности найдём по формулам (2.48), которые 

в данном случае будут иметь следующий вид: 
( )
( )
( )

.1
,01
,01
,01

321

3333232131

2222323121

1111313212

=++
=−++
=−++
=−++

ppp
pppppp
pppppp
pppppp

 

Рис. 2.12. Граф состояний задачи примера 14 
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Уберём из этой системы, например, первое уравнение и подставим 
значения переходных вероятностей. Получим 

.1

,01
6
1

6
1

66

,01
3
1

3
1

33

321

21

31

=++

=





 −++

=





 −++

ppp

pp

pp

 

Система легко решается подстановкой. Значения финальных 

вероятностей таковы: 
T

p 





=

6
1,

3
1,

2
1

фин . Таким образом, система 

уже на первом шаге переходит в стационарный режим. 
 
 

2.8. Марковские процессы (дискретные состояния,  
непрерывное время) 

 
 

Рассмотрим однородный марковский процесс ( )tξ  с конечным 
или счётным числом состояний ,...2,1 , отличающийся от рассмот-
ренных в подразд. 2.7 тем, что время t  меняется непрерывно и пе-
реход из одного состояния в другое возможен в любой момент 
времени t . Для такого процесса вероятность перехода из состоя-
ния i  в состояние j  для любого момента времени равна нулю. 
Вместо вероятности перехода ijp  рассматривается плотность ве-

роятности перехода ijλ , которая определяется как 
t

pij

tij ∆
=λ

→∆ 0
lim , 

то есть ( )ttp ijij ∆ο+∆λ= . Плотность вероятности перехода может 
быть как постоянной ( const=λ ij ), так и зависящей от времени: 

( )tijij λ=λ  (неоднородные процессы). 
При рассмотрении случайных процессов с дискретными со-

стояниями и непрерывным временем удобно представлять перехо-
ды процесса ( )tξ  из состояния в состояние происходящими под 
влиянием некоторых потоков событий; при этом плотности веро-
ятностей перехода получают смысл интенсивностей ijλ  соответ-
ствующих потоков событий. Как только происходит первое собы-
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тие в потоке с интенсивностью ijλ , система (процесс) из состояния 
i  скачком переходит в состояние j . Если эти потоки пуассонов-
ские (т.е. ординарные и без последействия с постоянной (однород-
ные) или зависящей от времени (неоднородные) интенсивностью), 
то процесс будет марковским. 

Как и случайные процессы рассмотренные в предыдущем 
подразделе, марковские процессы с дискретными состояниями и 
непрерывным временем удобно изображать ориентированными 
графами состояний, на которых против каждой дуги, ведущей из 
состояния i  в состояние j , проставлена интенсивность потока 
событий ijλ , переводящего систему по данной дуге (рис. 2.13). 

 
Пусть случайный процесс ( )tξ  имеет конечное число состоя-

ний n,...,2,1 . Для описания вероятностного режима физической 
системы используются вероятности состояний ( ) ( ) ( )tptptp n,...,, 21 , 
где ( ) ( ){ }itPtpi =ξ= , т.е. ( )tpi  – вероятность того, что в момент t  

система находится в состоянии i . Очевидно, что ( ) 1
1

=∑
=

n

i
i tp . 

Вероятности состояний ( )tpi  находятся из системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,...,2,1,
11

nittpttp
dt

tdp n

j
iji

n

j
jij

i =λ−λ= ∑∑
==

 (2.50) 

Рис. 2.13. Граф состояний с интенсивностями переходов 
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Эти уравнения называются уравнениями Колмогорова, их 
удобно составлять, пользуясь графом состояния системы и следуя 
следующему правилу: производная вероятности каждого со-
стояния равна сумме всех потоков, идущих из других состояний в 
данное, минус сумма всех потоков вероятности, идущих из данно-
го состояния в другие. 

Например, для графа состояний на рис. 2.13 система уравне-
ний Колмогорова имеет вид  

( )

( )

.

,

,

,

,

554335
5

441554334114
4

3353431223
3

223112
2

11412441331
1

pp
dt

dp

pppp
dt

dp

pp
dt

dp

pp
dt

dp

ppp
dt

dp

λ−λ=

λ−λ+λ+λ=

λ+λ+λ−λ=

λ−λ=

λ+λ−λ+λ=

 (2.51) 

Так как для любого t  выполняется условие ( ) 1
1

=∑
=

n

i
i tp , то 

можно любую из вероятностей системы (2.50) выразить через ос-
тальные и таким образом уменьшить число уравнений на одно. 

Чтобы решить систему (2.50) для ( ) ( ) ( )tptptp n,...,, 21 , нужно 
задать начальное распределение вероятностей ( ) ( ) ( )0,...,0,0 21 nppp . 

При этом ( ) 10
1

=∑
=

n

i
ip . 

Все интенсивности ( )tijλ  в системе (2.50) можно записать в 
виде матрицы интенсивностей: 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

.

0...
...............

...0

...0

...0

321

33231

22321

11312























λλλ

λλλ
λλλ
λλλ

=λ

ttt

ttt
ttt
ttt

t

nnn

n

n

n

 (2.52) 
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На главной диагонали этой квадратной матрицы стоят нули, 
если же ji ≠ , то ( )tijλ  – интенсивности потока событий, перево-
дящего систему из состояния i  в состояние j . Если все интенсив-
ности ( )tijλ  не зависят от t , то марковский процесс называется 
однородным, в противном случае – неоднородным. 

Уравнения (2.50) выводятся по очень простой вероятностной 
схеме. Рассмотрим физическую систему с n  возможными состоя-
ниями n,...,2,1 . Для каждой пары состояний i  и j  будем считать 
известными интенсивности ijλ , если возможен непосредственный 
переход из состояния i  в состояние j , и будем полагать интен-
сивность 0=λij , если непосредственный переход из состояния i  в 
состояние j  невозможен. 

Пусть ( )tpi  – вероятность того, что в момент t  система нахо-
дится в состоянии i . Дадим t  приращение t∆  и найдём вероят-
ность ( )ttpi ∆+ . Это вероятность того, что в момент tt ∆+  система 
будет находиться в состоянии i . Обозначим это событие 

{=A система в момент tt ∆+  находится в состоянии }i . 
Событие A  может произойти в двух случаях: 1) если в момент 

t  система была в состоянии i  и за время t∆  не вышла из этого 
состояния (событие B ); 2)  когда в момент t  система была в од-
ном из состояний j , из которых возможен непосредственный пе-
реход в i ,  и за время t∆  перешла из состояния j  в состояние i  
(событие C ). Очевидно, CBA += . 

Вероятность события B  равна вероятности ( )tpi  того, что 
система в момент t  была в состоянии i , умноженной на условную 
вероятность того, что за время t∆  она из этого состояния не вый-
дет, т.е. не произойдёт ни одного события в потоке событий, выво-
дящих систему из состояния i . Последняя вероятность равна еди-
нице минус сумма интенсивностей всех возможных потоков из i  
за время t∆  (появление хотя бы одного события), т.е. 

( )∑
=

∆λ−
n

j
ij tt

1
1 . Тогда ( ) ( ) ( )











∆λ−≅ ∑

=

n

j
iji tttpBP

1
1 . Два последних 
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равенства справедливы с точностью до бесконечно малых более 
высокого порядка, чем t∆ . 

Вероятность события C  также легко вычисляется. В силу ор-

динарности потоков ∑
=

=
n

j
jCC

1
, где jC  – событие, заключающееся 

в том, что система перешла из состояния j  в состояние i  для тех 
пар состояний, где этот непосредственный переход возможен. Но 

( ) ( ) ( ) tttpCP jijj ∆λ≅  и ( ) ( ) ( )∑
=

∆λ≅
n

j
jij tttpCP

1
. 

Тогда ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
==

∆λ+










∆λ−=∆+≅

n

j
jij

n

j
ijii tttptttpttpAP

11
,1  

.,...,2,1 ni =  Вычитая из этого выражения ( )tpi , деля на t∆  и пе-
реходя к пределу при 0→∆t , получим формулы (2.50). 

Для марковских процессов с дискретными состояниями и не-
прерывным временем также при некоторых условиях может суще-
ствовать стационарный режим; вероятности его состояний при 

∞→t  не зависят от времени, т.е. уже не меняются и становятся 
равными: ( ) nitpp iti ,...2,1  ,lim ==

→∞
 (см. формулу (2.46)). Эти веро-

ятности называются финальными или предельными вероятностями 
состояний. 

Для существования стационарного режима марковский про-
цесс должен удовлетворять тем же свойствам, что и марковский 
процесс с дискретными состояниями и дискретным временем (см. 
подразд. 2.7). 

Финальные вероятности состояний, если они существуют, на-
ходят из решения системы линейных алгебраических уравнений. 
Эти уравнения получаются из дифференциальных уравнений Кол-
могорова (2.50), если их левые части, т.е. производные вероятно-
стей состояний, положить равными нулю. Можно составлять эти 
уравнения непосредственно по графу состояний, пользуясь сле-
дующим правилом: для каждого состояния суммарный входящий 
поток вероятностей должен быть равен суммарному выходяще-
му потоку. Например, для графа, изображённого на рис. 2.14,  
будем иметь следующую систему:  
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( )
( )











λ=λ
λ+λ=λ+λ
λ+λ=λ+λ

λ=λ

.
,
,

,

443334

33432443223

22321332112

221112

pp
ppp
ppp

pp

 

 

 
Рис. 2.14. Граф состояний, иллюстрирующий  

правило расчета потока вероятностей 
 

К этой системе добавляют ещё нормировочное уравнение 

1
1

=∑
=

n

i
ip , пользуясь которым, можно любую из вероятностей ip  

выразить через другие и соответственно отбросить одно из исход-
ных уравнений. 

Пример 15 [6]. Рассматривается процесс работы ЭВМ. Поток 
отказов (сбоев) в работе простейший с интенсивностью λ . Если 
ЭВМ даёт сбой, то он немедленно обслуживается и обслуживаю-
щий персонал приступает к устранению неисправности (ремонту). 
Закон распределения времени ремонта показательный с параметром 

( ) ( )0: >µ=ϕµ µ− tet t . В момент 0=t  ЭВМ исправна. Найти: 1) ве-
роятность того, что в момент t  ЭВМ будет работать; 2) финальные 
вероятности состояний ЭВМ. 

Состояний физической системы 
(ЭВМ) два: 1) исправна, 2) неисправна, 
т.е. ремонтируется. Граф состояний сис-
темы изображён на рис. 2.15. Система 
дифференциальных уравнений Колмого-
рова будет иметь вид 

.

,

21
2

12
1

pp
dt

dp

pp
dt

dp

µ−λ=

λ−µ=

 

Рис. 2.15. Граф состояний 
системы примера 15 
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Одно из этих уравнений можно заменить условием нормиров-
ки 121 =+ pp , например 12 1 pp −= . Тогда получим лишь одно 

дифференциальное уравнение ( ) 1
1 p

dt
dp

µ+λ−µ= , начальным ус-

ловием для которого, очевидно, является ( ) 101 =p . Это линейное 
неоднородное дифференциальное уравнение первого порядка. На-
помним алгоритм его аналитического решения. 

Исходное уравнение записывается в виде ( ) ( )xQyxPy =+/ . 
Оно решается в два этапа: вначале решается однородное уравне-
ние ( ) 0/ =+ yxPy . Это уравнение с разделяющимися переменны-

ми, его решение ( ) ( )∫−= dxxPexCy . Общее решение неоднородного 
уравнения, где величина ( )xC  находится методом Лагранжа, име-

ет вид ( ) ( ) ( )( )∫ += ∫∫−
1CdxexQey dxxPdxxP . 

В нашем случае линейное однородное уравнение  

таково: ( ) ( ) 01
1 =µ+λ+ p
dt

tdp . Тогда ( ) ( )∫ ∫ µ+λ−= dt
dt

tdp1 , 

( ) ( ) Cttp lnln 1 +µ+λ−=  и ( ) ( ) ( )tetCtp µ+λ−=1 . Подставляя получен-
ный результат в исходное неоднородное дифференциальное урав-
нение, получим ( ) ( ) µ=µ+λ− tetС . , ( ) ( )tetC µ+λµ=/ . Отсюда 

( ) ( )
( )

∫ +
µ+λ

µ
=µ=

µ+λ
µ+λ

1CedtetC
t

t . Из начального условия ( ) 101 =p  

находим 
µ+λ

λ
=1C . 

Тогда ( ) ( )








µ
λ

+
µ+λ

µ
= µ+λ− tetp 11 . Но ( ) ( )tptp 12 1−= , отсюда 

( ) ( )[ ]tetp µ+λ−+
µ+λ

λ
= 12 . 

Значения финальных вероятностей можно получить из  
выражений для ( )tp1  и ( )tp2 , именно, при ∞→t  

µ+λ
λ

=
µ+λ

µ
= 21 , pp . Эти же значения легко находятся и из гра-
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фа состояний (см. рис. 2.15). Система алгебраических уравнений  

для финальных вероятностей имеет вид 




λ=µ
µ=λ

.
,

12

21

pp
pp

 Добавляя ус-

ловие нормировки 121 =+ pp , получим 
µ+λ

µ
=1p  и 

µ+λ
λ

=2p . 

 
 

3. СТАЦИОНАРНЫЙ СЛУЧАЙНЫЙ ПРОЦЕСС  
И ЕГО ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛИНЕЙНОЙ СТАЦИОНАРНОЙ 

СИСТЕМОЙ 
 

3.1. Действительная форма спектрального разложения  
стационарного случайного процесса 

 
Рассмотрим элементарный случайный процесс 

tBtAt ω+ω=ξ sincos)( , (3.1) 

для которого случайные величины A  и B имеют нулевые матема-
тические ожидания и равные дисперсии так, что 

0][][ == BMAM  и dBMAM == ][][ 22 . (3.2) 

Определим, какие дополнительные ограничения нужно наложить 
на случайные величины A  и B , чтобы элементарный случайный 
процесс (3.1 ) был стационарным в широком смысле, т.е. чтобы  
его ковариационная функция ),( 21 ttKξ  зависела только от раз-
ности моментов времени τ=− 12 tt . Случайные величины 

111 sincos)( tBtAt ω+ω=ξ  и 222 sincos)( tBtAt ω+ω=ξ , которые 
являются значениями процесса (2.8) в моменты времени 1t  и 2t , 
имеют нулевые математические ожидания, поэтому их ковариация 
равна математическому ожиданию их произведения: 

)]()([),( 2121 ttMttK ξξ=ξ . (3.3) 

Преобразуем произведение этих случайных величин: 
+ωω+ωω=ξξ 2121

2
21 sincoscoscos)()( ttABttAtt +ωω 21 cossin ttAB  

21
2 sinsin ttB ωω+ . Далее, применяя формулу для синуса суммы 

двух углов, придём к выражению 
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.)(sinsinsin

coscos)()(   

2121
2

21
2

21

ttABttB

ttAtt

+ω+ωω+

+ωω=ξξ
 (3.4) 

Подставляя (3.4) в (3.3) и вспоминая формулу для косинуса 
разности двух углов, получим с учетом (3.2) 

)(sin][)(cos),( 211221 ttABMttdttK +ω+−ω=ξ . (3.5) 

Если 0][ =ABM , то  

)(cos),( 1221 ttdttK −ω=ξ . (3.6) 

Таким образом, для того чтобы элементарный случайный про-
цесс (3.1) был стационарным, достаточно к условию (3.2) добавить 
условие некоррелированности случайных величин A  и B , т.е. 
условие [ ] 0=ABM . 

Пусть теперь случайный процесс есть конечная сумма элемен-
тарных случайных процессов вида (3.1) (см. также формулу(2.8)): 

∑
=

ξ ω+ω+=ξ
n

l
llll tBtAmt

1
)sincos()( . (3.7) 

Круговые частоты nωωω ,..., 21  выбраны произвольно. Случайные 
величины ),...2,1(, nlBA ll =  удовлетворяют условиям  

0][][ == ll BMAM , lll dBMAM == ][][ 22 ,  
klAAM kl ≠= ,0][ , klBBM kl ≠= ,0][ , 0][ =kl BAM ,  

при выполнении которых слагаемые в сумме (3.7) некоррелирован-
ны. Ковариационная функция суммы некоррелированных слагае-
мых равна сумме ковариационных функций (3.6) этих слагаемых: 

∑
=

ξ −ω=
n

l
ll ttdttK

1
1221 )(cos),( . (3.8) 

Таким образом, ковариационная функция случайного процесса 
(3.7) зависит только от разности 12 tt − , что говорит о стационар-
ности этого процесса. Обозначая разность τ=− 12 tt , перепишем 
(3.8) в виде 

∑
=

ξ τω=
n

l
lldttK

1
21 cos),( . (3.9) 
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Выберем теперь спектр частот nωωω ,..., 21  случайного процесса 
(3.7) специальным образом: 

,...)2,1( =
π

=ω l
T
l

l . (3.10) 

Этот дискретный спектр частот процесса будет бесконечным и  

,1 Tll
π

=ω−ω=ω∆ +  (3.11) 

где T  – положительное число. Формулы (3.7) и (3.9) принимают 
вид  

∑
∞

=
ξ ω+ω+=ξ

1
)sincos()(

l
llll tBtAmt , (3.12)  

∑
∞

=
ξ τω=τ

1
cos)(

l
lldK . (3.13) 

Предположим, что дисперсии ld  случайных величин lA  и lB  
убывают достаточно быстро, так что ряд с положительными чле-

нами ∑
∞

=1l
ld  сходится. Эта сходимость обеспечивает абсолютную 

сходимость ряда (3.13) и конечность дисперсии случайного про-
цесса (3.12), так как 

∑
∞

=
ξξ ==

1
)0(

l
ldKD . (3.14)  

Формула (3.13) дает разложение в ряд Фурье по косинусам четной 
T2 -периодической функции )(τξK . Коэффициенты ld  этого ряда 

Фурье связаны с функцией )(τξK  формулой 

∫
−

ξ =ττωτ=
T

T
ll ldK

T
d ,...)2,1(cos)(1 . (3.15) 

Подынтегральная функция в правой части (3.15) четная, а проме-
жуток интегрирования симметричен, поэтому 

∫ =ττωτ= ξ

T

ll ldK
T

d
0

,...)2,1(cos)(2 . (3.16) 
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Если увеличивать T , уменьшая соответственно промежуток 
Тπ=ω∆  между частотами, то число слагаемых на любой фикси-

рованный интервал частот ),( ba ωω  в разложении (3.12) растет 
обратно пропорционально ω∆ . Чтобы составляющая случайного 
процесса (3.12), приходящаяся на этот интервал частот, не возрас-
тала бесконечно, должны выполняться условия 

,)( ω∆ω= lTl AA  ω∆ω= )( lTl BB  ω∆ω= )( lTl Sd . (3.17) 

Перепишем формулы (3.12), (3.13) и (3.16) с учетом обозначе-
ний (3.17) и равенства (3.11): 

∑
∞

=
ξ ω∆ωω+ωω+=ξ

1
)sin)(cos)(()(

l
llTllT tBtAmt , (3.18) 

∑
∞

=
ξ ω∆τωω=τ

1
cos)()(

l
llTSK , (3.19) 

∫ ττωτ
π

=
ω∆

=ω ξ .cos)(2)( dKdS l
l

lT  (3.20) 

При стремлении ω∆  к нулю и соответственно ∞→T  спектр 
случайного процесса (3.18) из дискретного превращается в непре-
рывный, а представление его рядом переходит в интегральное 
представление: 

∫
∞

ξ ωωω+ωω+=ξ
0

)sin)(cos)(()( dtBtAmt .  (3.21) 

При этом формулы (3.19) и (3.20) принимают соответственно вид  

,cos)()(
0
∫
∞

ξξ ωωτω=τ dSK  (3.22) 

∫
∞

ξξ τωττ
π

=ω
0

cos)(2)( dKS  (3.23) 

(см. также формулу (2.14)). 
Равенство (3.21) представляет стационарную случайную 

функцию )(tξ , аргументом которой является время t , через две 
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другие случайные функции )(ωA  и )(ωB , аргументом которых 
является круговая частота ω . Исходя из свойств функций (3.17) 

,)(
ω∆

=ω l
lT

AA  
ω∆

=ω l
lT

BB )(  и 
ω∆

=ω l
lT

DS )( . (3.24)  

Отсюда можно получить представление о свойствах случайных 
функций )(ωA  и )(ωB .  

Функции )( lTA ω  и )( lTB ω  не коррелированы, и значения ка-
ждой из них при различных значениях аргумента не коррелирова-
ны, так что  

,0)]()([ =ωω lTlT BAM  
0)]()([)]()([ =ωω=ωω kTlTkTlT BBMAAM  при .kl ω≠ω  

Ввиду этого заключаем, что случайные функции )(ωA  и )(ωB  
не коррелированы и их значения при любых сколь угодно близких, 
но различных значениях аргумента ω  не коррелированы. 

Перейдем к рассмотрению дисперсий, помня, что констан- 
та выносится из-под знака дисперсии в квад- 

рате: 
ω∆
ω

=
ω∆

=
ω∆

=





ω∆
=ω

)(][
)]([ 22

lTlll
lT

SdADA
DAD , так как 

[ ] [ ] lll dAMAD == 2 . Аналогично находим  

.
)(

)]([)]([
ω∆
ω

=ω=ω lT
lTlT

SBDAD  (3.25) 

Из (3.25) следует, что дисперсии случайных функций  
)(ωA  и )(ωB  бесконечны. Из того, что ковариация 

)]()([),( kTlTklA AAMK
T

ωω=ωω  равна нулю при kl ω≠ω  и равна 

ω∆
ω )( lTS  при kl ω=ω , следует: 

).(),(
1

lT
k

klA SK
T

ω=ω∆ωω∑
∞

=
 (3.26) 

При 0→ω∆  формула (3.26) принимает вид 

∫
∞

ξ ω=ωωω
0

1221 )(),( SdK A ,  (3.27) 
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откуда заключаем, что 

).()(),( 12121 ω−ωδω=ωω ξSK A  (3.28) 

Аналогично для ковариационной функции ),( 21 ωωBK  случайной 
функции )(ωB  от частоты ω  имеем равенство 

).()(),( 12121 ω−ωδω=ωω ξSKB  (3.29) 

Таким образом, случайные функции )(ωA  и )(ωB  от частоты 
ω  в спектральном разложении (3.21) стационарного случайного 
процесса с непрерывным спектром имеют ковариационные функ-
ции, пропорциональные δ -функции. Формула (3.23), полученная 
предельным переходом при 0→ω∆  из равенства (3.20), представ-
ляет спектральную плотность )(ω∗S  дисперсии стационарного 
случайного процесса (3.21). Если в (3.22) положить 0=τ  и 

∫
∞

ξξ ωω==
0

,)()0( dSKD  то можно убедиться, что дисперсия про-

цесса (3.21) равна площади под графиком его спектральной плот-
ности )(ω∗

ξS . 
Если мы выделим аддитивную часть случайного процесса 

(3.21), соответствующую промежутку частот ),( 21 ωω  в его  спек-
тре, то получим стационарный процесс  

( )∫
ω

ω
ωω ωωω+ωω=ξ

2

1
21

sin)(cos)()(, dtBtAt , (3.30) 

дисперсия которого определяется интегралом от спектральной 
плотности )(ωξS  по промежутку ],[ 21 ωω : 

.)()]([
2

1
21, ∫

ω

ω
ξωω ωω=ξ dStD  (3.31) 

Если весь интервал ),0( ∞ частот разбить на отдельные подынтер-
валы, то случайный процесс (3.21) будет представлен суммой не-
коррелированных слагаемых вида (3.30), а дисперсия этого про-
цесса – суммой дисперсий этих слагаемых, вычисляемых по (3.31). 
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На этом основании можно сказать, что спектральная плотность 
)(ωξS  стационарного случайного процесса (3.21) даëт распреде-

ление его дисперсии по непрерывному спектру его частот (см. 
рис. 2.1 и 2.2). 
 
 

3.2. Комплексная форма спектрального разложения  
стационарного случайного процесса 

 
 

В подразд. 3.1 рассмотрена действительная форма спектраль-
ного разложения стационарного случайного процесса 

( ) .sin)(cos)()(
0
∫
∞

ξ ωωω+ωω+=ξ dtBtAmt  (3.32) 

Круговые частоты ω  в этом разложении принимают неотрица-
тельные значения. Вектор единичной длины на комплексной плос-
кости, исходящий из начала координат и вращающийся с угловой 
скоростью 0≥ω  против часовой стрелки, можно представить в 
виде 

tite ti ω+ω=ω sincos . (3.33) 
Если же вращение этого вектора происходит по часовой стрелке,  

tite ti ω−ω=ω− sincos , (3.34) 
т.е. его угловая скорость отрицательна. Это наблюдение позволяет 
осмыслить наличие отрицательных значений в спектре стационар-
ного случайного процесса при переходе к комплексной форме его 
спектрального разложения. Выразим из формул Эйлера (3.33) и 

(3.34) косинус и синус: ),(
2
1cos titi eet ω−ω +=ω  )(

2
1sin titi ee
i

t ω−ω −=ω  

и подставим полученные выражения в спектральное разложение 
(3.32) процесса )(tξ :  

.)(
2
1)(

2
1

)(
2
1)(

2
1)(

0

0

∫

∫
∞

ω−

∞
ω

ξ

ω





 ω−ω+

+ω





 ω+ω+=ξ

deB
i

A

deB
i

Amt

ti

ti

 (3.35) 
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Во втором интеграле в правой части равенства (3.35) выпол-
ним замену λ−=ω :  

( )

( )∫

∫

∞−

λ

∞
ω

ξ

λλ−+λ−+

+ωω−ω+=ξ

0
0

.)()(
2
1      

)()(
2
1)(

deiBA

deiBAmt

ti

ti

 (3.36) 

Введем в рассмотрение комплекснозначную случайную  
функцию, которая для 0>ω  определяется равенством 

( ))()(
2
1)( ω−ω=ω iBAС , а для отрицательных значений аргумен- 

та – равенством  

( ))()(
2
1)( ω−+ω−=ω iBAС  при 0<ω . (3.37) 

С помощью этой функции разложение (3.36) можно записать в виде 

∫
∞

∞−

ω
ξ ωω+=ξ .)()( deCmt ti  (3.38) 

Поскольку вещественная и мнимая части случайной функции 
(3.37) имеют нулевые математические ожидания, комплекснознач-
ная функция )(ωС  имеет нулевое математическое ожидание при 

всех значениях угловой скорости ω  вращения вектора tie ω . 
Изучение ковариационной функции ),( 21 ωωCK  требует рас-

смотрения четырех случаев:  
1) ,0,0 21 >ω>ω  
2) ,0,0 21 <ω<ω  
3) ,0,0 21 <ω>ω  
4) .0,0 21 >ω<ω  

При 01 >ω  и 02 >ω  =ωω=ωω )]()([),( 2121 CCMKC


 

= )),(),((
4
1

2121 ωω+ωω BA KK . Таким образом, с учетом (3.29) в 

этом случае ).()(
2
1),( 21121 ω−ωδω=ωω ξSKC  При 01 <ω  и 02 <ω  
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)).,(),((
4
1)]()([),( 21212121 ω−ω−+ω−ω−=ωω=ωω BAC KKCCMK


 

Тогда учетом четности δ -функции получим =ωω ),( 21CK  

)()(
2
1

211 ω−ωδω−= ξS . В случаях, когда 1ω  и 2ω  имеют разные 

знаки, легко убедиться, что .0),( 21 =ωωCK  
Введем функцию, определенную при всех значениях 

),( +∞−∞∈ω : 

∫
∞

ξξ
∗
ξ τττ

π
⋅=ω=ω

0

cos)(2
2
1|)(|

2
1)( dKSS   (3.39) 

(см. также формулу (2.19)). С её помощью можно записать единое 
для всех ω  выражение ковариационной функции комплексной 
случайной функции )(ωС : 

)()(),( 21121 ω−ωδω=ωω ∗
ξSKC . (3.40) 

Значения случайной функции )(ωС  при любых различных значе-
ниях 1ω  и 2ω  не коррелированы, а её дисперсия бесконечна. С 
учетом чётности подынтегральной функции в равенстве (3.39) его 
можно переписать в виде  

∫
∞

∞−
ξ

∗
ξ τωττ

π
=ω .cos)(

2
1)( dKS  (3.41) 

Отнимем от правой части (3.41) интеграл от нечетной функции по 

симметричному промежутку ∫
∞

∞−
ξ =τωττ

π
0sin)(

2
dKi . Тогда полу-

чим формулу  

∫
∞

∞−

ωτ−
ξ

∗
ξ ττ

π
=ω ,)(

2
1)( deKS i  (3.42) 

выражающую спектральную плотность )(ω∗
ξS  через ковариацион-

ную функцию )(τξK  в комплексной форме.  

Из равенства (3.22) с учетом четности ( )ω∗
ξS   
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∫ ∫
∞ ∞

∞−

∗
ξ

∗
ξξ τωτω=τωτω=τ

0

cos)(cos)(2)( dSdSK . (3.43) 

Прибавляя к правой части (3.43) интеграл от нечетной функции по 

симметричному промежутку ∫
∞

∞−

∗
ξ τωτω= ,sin)(0 dSi  получим ком-

плексную форму спектрального разложения корреляционной 
функции стационарного случайного процесса:  

( )∫
∞

∞−

ωτ∗
ξξ ωω=τ .)( deSK i  (3.44) 

При 0=τ  из (3.44) 

∫
∞

∞−

∗
ξξξ ωω== .)()0( dSKD  (3.45) 

Спектральная плотность )(ω∗
ξS  стационарного случайного 

процесса (3.38) даëт распределение его дисперсии по всем значе-
ниям угловых скоростей ω  вращения комплексного вектора tie ω , 
как положительных, так и отрицательных, при этом  

|)(|)()( ω=ω−+ω ξ
∗
ξ

∗
ξ SSS . (3.46) 

В практических приложениях чаще применяется комплексная 
форма спектрального разложения стационарного процесса:  

∫
∞

∞−

ω
ξ ωω+=ξ ,)()( deCmt ti  (3.47) 

в которой каждая гармоника представлена двумя слагаемыми: 
ωω ω deC ti)(   и  .)( ωω− ω− deC ti  Дисперсия этой гармоники делится 

поровну между этими слагаемыми. Значения случайной функции 
)(ωС  при различных значениях частоты не коррелированы. Ее ко-

вариационная функция 

)()(),( 21121 ω−ωδω=ωω ∗
ξSKC  (3.48) 

пропорциональна δ -функции и спектральной плотности. 
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3.3. Векторный стационарный случайный процесс  
и его характеристики 

 

Пусть T
n ttt ))(),...(),(( 21 ξξξ=ξ(t)  – векторный случайный про-

цесс. Математическим ожиданием векторного случайного процесса 
( )tξ  называется вектор-функция, компонентами которой являются 

математические ожидания соответствующих компонент процесса  
T

n tMtMtMtMtm )])([),...([)],([()]([)( 21 ξξξ=ξ=ξ . (3.49) 

Наряду со случайным процессом ( )tξ  удобно рассматривать 
центрированный случайный процесс 

( ) ( ) )].([  tM ξ−= tξtξ
0

 (3.50) 

Очевидно, что                     ( ) .0=






 0
tξM  (3.51) 

Звездочкой будем обозначать операцию транспонирования с 
одновременным переходом к комплексно-сопряженным значениям 
так, что ))(),...(()()(* 1 tttt n

T ξξ=ξ=ξ . Умножение центрированно-

го столбца ( )
0
tξ  на центрированную строку )(* 2

0
tξ  дает квадрат-

ную матрицу  

( )




















ξξξξ

ξξξξ
=ξ

)()(...)()(

.........
)()(...)()(

)(*

2

0

1

0

21

0

1

0

2

0

11

0

21

0

11

0

2

0

tttt

tttt
t

nnn

n0
tξ  (3.52) 

со случайными компонентами. Математическое ожидание этой 
матрицы есть квадратная матрица из математических ожиданий. 
Она называется ковариационной матричной функцией ),( 21 ttKξ  
случайного процесса ξ(t) . Таким образом, по определению,  

( ) )](*[),( 2

0

21 tMttK ξ=ξ

0
tξ . (3.53) 

На диагонали ковариационной матричной функции стоят кова-
риационные функции соответствующих компонент случайного 
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процесса, а на пересечении i-й строки и j-го столбца – взаимная ко-
вариационная функция i -й и j-й компонент случайного процесса  

),()]()([ 212

0

1

0
ttKttM ij

ji ξ=ξξ . (3.54) 

Из формулы (3.54) видно, что перестановка аргументов ковариа-
ционной матрицы равносильна транспонированию этой матрицы и 
переходу к комплексно-сопряженным значениям  

),(),( 21
*

12 ttKttK ξξ = . (3.55) 

Наряду с ковариационной матрицей ),( 21 ttKξ  вторых цен-
тральных моментов векторного случайного процесса применяют 
матрицу вторых начальных моментов:  

)]()([),( 2
*

121 ttMtt ξξ=Γξ . (3.56) 

Установим связь между этими двумя матрицами. Так как 

)()()(
0

tmtt ξ+ξ=ξ , имеем  

.)()()()(              

)()()()()()(

2121

0

2

0

12

0

1

0

2
*

1

tmtmtmt

ttmtttt

∗
ξξ

∗
ξ

∗
ξ

∗

+ξ+

+ξ+ξξ=ξξ
 

Приравнивая математические ожидания правой и левой частей 
этого равенства, находим  

)()(),(),( 212121 tmtmttKtt ξξξξ +=Γ . 

Векторный случайный процесс ξ(t)  называется стационарным 
в широком смысле, если его математическое ожидание не изменя-
ется во времени, а ковариационная матрица зависит только от раз-
ности аргументов 21 tt −=τ : 

.)(),(

,const)]([)(

21 τ=

=ξ=

ξξ

ξ

KttK

tMtm
 (3.57) 

Следует обратить внимание на то, что у ковариационной 
функции стационарного векторного процесса только от τ  зависят 
не только диагональные элементы, но и внедиагональные. Зависи-
мость только от τ  диагональных элементов обусловливает ста-
ционарность компонент векторного случайного процесса, зависи-
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мость внедиагональных элементов – стационарность корреляци-
онной связи между компонентами случайного процесса.  

Исследование систем, в которых протекают стационарные 
процессы, значительно проще исследования систем с нестацио-
нарными процессами. Поэтому процессы во многих системах, на-
сколько это возможно, пусть даже и приближенно, стремятся рас-
сматривать как стационарные. 

Для характеристики стационарного векторного случайного 
процесса ξ(t)  наряду с ковариационной матричной функцией 

)(τξK  применяется спектральная плотность )(ωξS . Ковариацион-
ная матричная функция связана с соответствующей спектральной 
плотностью двусторонним преобразованием Фурье: 

∫
∞

∞−

ωτ−
ξ

∗
ξ ττ

π
=ω deKS i)(

2
1)(  (3.58) 

(см. также формулу (2.19)), 

∫
∞

∞−

ωτ∗
ξξ ωω=τ deSK i)()(  (3.59) 

(см. также формулу (2.18)). Интегрирование матричных функций 
)(τξK  и )(ωξS  в правых частях равенств (3.58) и (3.59) осуществ-

ляется покомпонентно.  
Для стационарного векторного случайного процесса возможно 

спектральное разложение: 

∫
∞

∞−

ω ωω+= ,)( deC ti
ξmξ(t)  (3.60) 

аналогичное разложению (3.47) скалярного случайного процесса.  
Ковариационная матричная функция ),( 21 ωωCK  векторной 

случайной функции )(ωC  пропорциональна, как и в случае (3.48), 
δ -функции и матричной спектральной плотности: 

)()(),( 21121 ω−ωδω=ωω ξSKC . (3.61) 

Если компоненты стационарного векторного случайного процесса 
не коррелированы, то его матричные ковариационная функция и 
спектральная плотность диагональны. 
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3.4. Линейная стационарная непрерывная система  
и ее характеристики 

 
 

В курсе теории автоматического управления рассматриваются 
линейные стационарные системы, уравнения состояния и выхода 
которых имеют вид  

,BuAx
dt
dx

+=   ,DuCxy +=  (3.62) 

где   T
nxxxx ),...,( 21=  – вектор состояния, T

ruuuu ),...,( 21=  – 

входной сигнал, T
myyyy ),...,( 21=  – выходной сигнал, nnA ×−  – 

матрица системы, rnB ×−  – матрица входа, nmC ×−  – матрица 
выхода, rmD ×−  – матрица обхода системы. 

Все эти четыре матрицы имеют постоянные элементы. Если  
эти элементы меняются с течением времени, то система перестает 
быть стационарной. Число компонент n  вектора состояния назы-
вают порядком системы, число компонент r  входного сигнала – 
числом входов, а число компонент m  выходного сигнала – числом 
выходов. 

Например, система ,
1
1

42
11

uxx 







+








−
−−

=′  xy =  (3.63) 

есть система второго порядка с одним входом и двумя выходами.  
Характеристическим полиномом )(λP  линейной стационар-

ной системы (3.62) называется определитель матрицы AI −λ , где 
I  – единичная матрица: 

)det()( AIP −λ=λ . (3.64) 

Например, характеристический полином (3.63) в соответствии с 
этим определением имеет вид  

.65
42

11
42
11

0
0

det)( 2 +λ+λ=
+λ−

+λ
=
















−
−−

−







λ

λ
=λP  (3.65) 

Собственными числами линейной стационарной системы на-
зываются корни ее характеристического полинома, т.е. собствен-
ные числа матрицы системы AI −λ . Например, собственные числа 
(3.63) являются корнями полинома 652 +λ+λ  и равны: 

3,2 21 −=λ−=λ . 
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Уравнение состояния системы (3.62) 
BuAxx +=′  (3.66) 

есть система линейных дифференциальных уравнений в нормаль-
ной форме. Если известно ее состояние в начальный момент 

0)0( xx =  и входной сигнал )(tuu =  для 0>t , то состояние систе-
мы )(txx =  может быть найдено для любого 0>t . 

Применим преобразование Лапласа для решения уравнения 
состояния (3.66). Пусть 

)()(1)(
*

*
pXttx =⋅  и )()(1)(

*

*
pUttu =  (3.67) 

– соответствия между оригиналами и их изображениями по Лапла-
су, в которых функция Хевисайда (единичного скачка, см. табл. 6 
на с. 140, п. 1) обозначена через )(1 t . По второй теореме о диффе-
ренцировании оригинала, 

0

*

*
)()(1)( xppXttx −=′ . (3.68) 

Преобразуя (3.66) с учетом (3.67) и (3.68) по Лапласу и помня 
о линейности этого преобразования, получим 

).()()( 0 pBUpAXxppX +=−  (3.69) 

Перенесем столбец 0x  в правую часть (3.69), а произведение 
)( pAX  в левую:  

).()()( 0 pBUxpAXppX +=−  (3.70) 

Вынесем столбец )( pX  вправо за скобки:  

).()()( 0 pBUxpXApI +=−  (3.71) 

Умножим правую и левую части (3.71) слева на матрицу 
1)( −− ApI : 

).()()()( 1
0

1 pBUApIxApIpX −− −+−=  (3.72) 

Первое слагаемое в правой части (3.72) является изображени-
ем собственного движения системы, второе – изображением вы-
нужденной составляющей. Преобразуем уравнение выхода 

DuCxy +=  по Лапласу и подставим в него результат из (3.72): 
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)(])([)()( 1
0

1 pUDBApICxApICpY +−+−= −− . (3.73) 
Введем обозначение 

DBApICpW +−= −1)()(  (3.74) 
и запишем (3.73) в виде 

).()()()( 0
1 pUpWxApICpY +−= −  (3.75) 

Матрица (3.74) называется передаточной функцией линейной 
стационарной системы. Знания этой матрицы достаточно для на-
хождения выходного сигнала по известному входному при 00 =x , 
так как в этом случае (3.75) принимает вид 

).()()( pUpWpY =  (3.76) 

Как видно из (3.76), передаточная функция имеет столько строк, 
сколько у системы выходов, и столько столбцов, сколько входов. 
Найдем, например, передаточную функцию системы (3.63). Соста-

вим матрицу 







+−

+
=−

42
11

p
p

ApI . Матрица из алгебраических 

дополнений этой матрицы имеет вид 







+−

+
11

24
p

p
. Транспониру-

ем матрицу из алгебраических дополнений и разделим её на опре-
делитель матрицы ApI − . В соответствии с (3.74) 










++
+

=







−= −

1
1

65
3

1
1

)()( 2
1

pp
pApIpW . 

После сокращения на множитель 3+p  получаем 


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Поскольку система (3.63) имеет один вход и два выхода, ее пере-
даточная функция – двухкомпонентный столбец. 

Если система имеет один вход и один выход, то её переда-
точная функция имеет одну строку и один столбец. Например, 

система ( )xyuxx 01 ,
1
2
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=′  имеет передаточную 

функцию  



 87 
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Элемент )( pWij  передаточной функции )( pW  (3.74), стоящий 
в i -й строке и j -м столбце, как это видно из (3.76), связывает j -й 
вход системы (3.62) с её i -м выходом. Этот элемент есть рацио-
нальная дробь, у которой степень числителя не превышает степень 
знаменателя. Знаменатель является либо характеристическим по-
линомом, либо полиномом меньшей степени, чем порядок систе-
мы, но имеющий своими корнями только ее собственные числа. 

Линейная система (3.62) обладает свойством, в силу которого 
все её движения либо устойчивы по Ляпунову, либо неустойчивы. 
Это свойство позволяет говорить об устойчивости или неустойчи-
вости системы, не выделяя какого-то конкретного её движения. 
Необходимым и достаточным условием асимптотической устой-
чивости системы (3.62) является отрицательность вещественных 
частей всех её собственных чисел. Например, система (3.63), 
имеющая собственными числами 2−  и 3− , является асимптоти-
чески устойчивой.  

Рассмотрим асимптотически устойчивую стационарную ли-
нейную систему (3.62) с передаточной функцией (3.74). Для про-
стоты будем считать, что система имеет один вход и один выход, 
так что ее передаточная функция есть рациональная дробь:  

,
)(
)()(

pR
pQpW =  (3.77) 

полюсы которой kλλλ ,..., 21  являются собственными числами 
(3.62). Найдем установившуюся реакцию этой системы на ком-
плексное колебание  

tietu γ=)( . (3.78) 

Если положить 00 =x , что не влияет на окончательный ре-
зультат, то по (3.76)  

.
))()...()((

)(1
)(
)()(

21 γ−λ−λ−λ−
=

γ−
=

ipppp
pQ

ippR
pQpY

k
 (3.79) 
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Разложим дробь (3.79) на простейшие дроби, полагая для просто-
ты, что среди чисел kλλλ ,..., 21  нет совпадающих:  

,...)(
2

2

1

1
γ−

+
λ−

++
λ−

+
λ−

=
ip

M
p

L
p

L
p

LpY
k

k  (3.80)  

где ).( γ= iWM  Переход к оригиналу в (3.80) дает  

.)(...)( 21
21

tit
k

tt eiWeLeLeLty k γλλλ γ++++=  (3.81)  

Поскольку рассматривается асимптотически устойчивая систе-
ма, числа kλλλ ,..., 21  имеют отрицательные действительные части и 
все экспоненты в правой части равенства (3.81), кроме последней, с 
течением времени затухают. Следовательно, установившийся вы-
ходной сигнал является комплексным колебанием вида 

tieiWty γγ= )()(уст  (3.82) 

с амплитудой |)(| γiW  и начальной фазой ).(arg γiW  Угловая ско-
рость (круговая частота) γ этого колебания совпадает с угловой 
скоростью входного колебания.  

В свете этого результата сужение передаточной функции 
)( pW  на мнимую ось называют частотной характеристикой ли-

нейной стационарной системы. Модуль |)(| ωiW  частотной харак-
теристики называют амплитудной частотной характеристикой, 
аргумент )(arg ωiW  – фазовой частотной характеристикой. 

Пусть теперь асимптотически устойчивая линейная стацио-
нарная система имеет r  входов, на которые поданы комплексные 
колебания одной частоты, но разных амплитуд и начальных фаз: 

titiT
r СeeCCCtu γγ == ),...,()( 21 . (3.83) 

Тогда установившийся выходной сигнал будет иметь вид  

( ) .)(уст
tiCeiWty γγ=  (3.84) 

В более общем случае, когда ∑
=

γγ=
q

l

ti
l

leCtu
1

)()( ,  

∑
=

γγγ=
q

l

ti
ll

leCiWty
1

уст )()()( . (3.85) 
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3.5. Преобразование стационарного случайного сигнала  
линейной стационарной непрерывной системой  

 
Рассмотрим асимптотически устойчивую линейную стацио-

нарную систему, имеющую r  входов и  m  выходов с уравнения-
ми движения (3.62). Ее передаточная функция )( pW  (3.74) имеет 
m  строк и r  столбцов. Найдем установившийся выходной сигнал 

T
m tytytyty ))()....(),(()( 21=  этой системы, если на её входе стацио-

нарный векторный r-компонентный случайный процесс 
( ) .))(),...(( 1

T
r tt ξξ=tu  

Входной сигнал имеет спектральное разложение (3.60): 

∫
∞

∞−

ω ωω+= ,)( deC ti
ξmξ(t)  (3.86)  

в котором каждая гармоника представлена двумя слагаемыми:  

ωω ω deC ti)(  и ωω− ω− deC ti)( . (3.87) 
Ковариационная матричная функция (3.61) ),( 21 ωωCK  векторной 
случайной функции )(ωC  выражается через матричную спек-

тральную плотность )(ω∗
ξS  входного сигнала и δ -функцию (см. 

также формулу (3.48)): 

).()(),( 21121 ω−ωδω=ωω ∗
ξSKC  (3.88) 

Каждой гармонике, представленной слагаемыми (3.87) во входном 
сигнале, будут отвечать в соответствии с (3.84) в установившемся 
выходном сигнале слагаемые  

ωωω ω deCiW ti)()(  и ωω−ω− ω− deCiW ti)()( . (3.89)  

Столбец ξm  в правой части (3.86) можно рассматривать как ком-
плексное колебание нулевой частоты, поэтому в установившемся 
выходном сигнале ему соответствует слагаемое ξmW )0( . 

Таким образом, приходим к выводу, что установившийся вы-
ходной сигнал имеет следующее спектральное разложение:  

∫
∞

∞−

ω
ξ ωωω+= .)()()0()( deCiWmWty ti  (3.90)  
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Математическое ожидание ym  выходного сигнала равно матема-
тическому ожиданию входного, умноженному слева на значение 
передаточной функции при 0=p , т.е. представляет собой первый 
член в (3.90): 

.)0( ξ= mWmy  (3.91) 

Запишем (3.90) в виде    

∫
∞

∞−

ω ωω+= ,)()( deCmty ti
yy  (3.92) 

где ),()()( ωω=ω CiWC y и найдем ковариационную матричную 
функцию  ),( 21 ωωCyK  векторной случайной функции )(ωyС : 

.)]()()()([

)]()([),(

2
*

2
*

11

2
*

121

ωωωω=

=ωω=ωω

WCCiWM

CCMK yyCy  (3.93) 

Вынося из-под знака математического ожидания неслучайные 
матрицы, получим  

.)()()()(           

)()]()([)(),(

21111

2
*

2
*

1121

ω−ωδωωω=

=ωωωω=ωω
∗∗

ξ iWSiW

iWCCMiWKCy  (3.94) 

Из (3.94) видно, как спектральная плотность выходного сигнала 
)(ωyS  выражается через спектральную плотность )(ω∗

ξS  входного: 

).()()()( * ωωω=ω ∗
ξ iWSiWS y  (3.95) 

Спектральная плотность установившегося выходного сигнала 
равна спектральной плотности входного, умноженной слева на 
частотную характеристику системы, а справа – на сопряженную 
частотную характеристику. 

Рассмотрим часто встречающийся частный случай системы с 
одним входом и одним выходом, в котором передаточная функция 
имеет одну строку и один столбец. В этом случае множители в 
правой части (3.95) обладают коммутативным свойством: 

).(|)(|)()()()( 2* ωω=ωωω=ω uuy SiWSiWiWS  (3.96) 

Для системы с одним входом и одним выходом спектральная 
плотность установившегося выходного сигнала равна спектраль-
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ной плотности входного, умноженной на квадрат амплитудной 
частотной характеристики системы.  

Найдем, например, спектральную плотность установившегося 

выходного сигнала системы , ,
1
1

23
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=′  на входе 

которой – случайный сигнал с постоянной на всех частотах спек-
тральной плотностью, равной единице. Вычислим определитель 
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Умножив столбец на строку и учитывая, что произведение со-
пряженных чисел равно квадрату их модуля, получим 

 .
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Лабораторная работа №1.  Анализ линейной стационарной  

непрерывной системы в пакете Matlab  
 
Рассмотрим линейную стационарную непрерывную систему с 

уравнениями движения 

 ,
1
1
1

1047
441
711

uxx















+

















−−
−−
−−

=′   xy 







=

120
001

  

(см. формулу (3.62)). 
Пусть на вход этой системы поступает стационарный случай-

ный процесс с ковариационной функцией .)( ||2 τλ−σ=τ eKu  В на-



 92 

шем примере примем π=σ 22  и 1=λ . Спектральная плотность 

такого сигнала равна 22

2 2
2

)(
λ+ω

λ
π

σ
=ωuS  (см. формулы 5, 6 в 

табл. 5 на с. 138, 139). 
Найдем спектральную плотность )(ωyS  установившегося вы-

ходного сигнала системы. Для этого сначала убедимся в том, что 
система асимптотически устойчива. Далее определим ее переда-
точную функцию )( pW  и частотную характеристику )( ωiW . На-
конец, вычислим спектральную плотность выходного сигнала по 
формуле ).()()()( ω−ωω=ω iWSiWS T

uy  Поскольку вход у системы 
один и спектральная плотность входного сигнала – скаляр,  
эта плотность обладает свойством коммутативности с матри- 
цей )( ωiW . Отсюда следует, что в данном случае 

).()()()( ω−ωω=ω iWiWSS T
uy  В заключение построим график 

спектральной плотности первой компоненты выходного сигнала. 
В данной лабораторной работе используются следующие под-

программы системы Matlab: 
1.  zeros; 2. poly; 3. roots; 4. eye; 5. size; 6. inv; 7. simplify;  

8. subs; 9. plot. 
Результат действий этих подпрограмм и функций системы 

Matlab таков: zeros(n, m) – формирование массива (матрицы) ну-
лей, при этом n – число строк, m – число столбцов; poly(A) – вы-
числение характеристического полинома матрицы A; roots(L) – 
вычисление корней полинома L (в данной лабораторной работе 
вычисляются корни характеристического полинома); eye(A) – 
формирование единичной матрицы; size(A) – определение размера 
массива (матрицы); inv(A) – вычисление обратной матрицы 1−A ; 
simplify(S) –упрощение каждого элемента символьного массива S; 
subs(S,OLD,NEW) – замещение свободных символов переменного 
OLD выражения S новыми символьными переменными или число-
выми значениями из списка NEW; plot(x, y) – построение графика 
функции одного переменного ( )xfy =  на плоскости. 

В командном окне (Command Window) программы Matlab вве-
дем матрицы ,,,, DCBA  определяющие уравнения движения на-
шей системы, следуя следующим правилам (см. также [25]): 
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1) вводим элементы матрицы по строкам; 
2) отделяем элементы строки друг от друга запятыми или про-

белами; 
3) печатаем точку с запятой, чтобы разделить строки матрицы; 
4) весь список элементов вводимой матрицы заключаем в 

прямоугольные скобки; 
5) если список не помещается в одной строке командного окна 

программы MATLAB, печатаем троеточие в конце строки, чтобы 
указать на продолжение в следующей строке. 

Таким образом, печатаем: 
» A=[1,-1,-7;1,-4,-4;7,-4,-10] 
A = 

1    -1    -7 
1    -4    -4 
7    -4   -10 

Можно исключить вывод на экран матрицы, напечатав в конце 
списка элементов вводимой матрицы после прямоугольной скобки 
точку с запятой. 
» B=[1;1;1] 
B = 

1 
1 
1 

» C=[1,0,0;0,2,1] 
C = 

1     0     0 
0     2     1 

» D=zeros(2,1) 
D = 

0 
0 

Коэффициенты характеристического полинома системы получаем 
по формуле (3.64), последовательно выполняя команды: 
» L=poly(A) 
L = 

1.0000   13.0000   60.0000  126.0000 
Таким образом вычислен характеристический полином: 

.1266013)( 23 +λ+λ+λ=λP  Алгебраическая проблема вычисления 
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корней полинома решается для пользователя пакета Matlab вводом 
в строку командного окна текста 
» r=roots(L) 
r = 

-7.0000           
-3.0000 + 3.0000i 
-3.0000 - 3.0000i 
Все три собственных числа системы имеют отрицательные 

вещественные части. Система асимптотически устойчива, и на ее 
выходе устанавливается с течением времени стационарный про-
цесс, спектральную плотность которого мы вычисляем. 

Определим в системе Matlab две символьные переменные p  и 
omega   [25]: 
>> syms  p  omega  
По формуле (3.74) DBApICpW +−= −1)()(  строим последова-
тельно передаточную функцию: 
» H=p*eye(size(A))-A 
H = 
[  p-1,    1,    7] 
[   -1,  p+4,    4] 
[   -7,    4, p+10] 
>> H1 = inv(H); 
>> W = C*H1*B+D; 
>> WS = simplify(W) 
WS =  

  [1/(p+7)] 
  [3/(p+7)] 
Выполним в передаточной функции, которая для нашей сис-

темы является двухкомпонентным столбцом, подстановку ω= ip , 
т.е. найдём частотную характеристику: 
>> WOmega = subs(WS, p, i*omega) 
WOmega = 
[ 1/(i*omega+7)] 
[ 3/(i*omega+7)] 
Найдем сопряженную частотную характеристику )()(* ω−=ω iWiW T : 
>> WOmega1 = subs(WS, p,-i*omega) 
WOmega1 = 
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[ 1/(-i*omega+7)] 
[ 3/(-i*omega+7)] 
» WOmega2=WOmega1.' 
WOmega2 =  

[1/(-i*omega+7), 3/(-i*omega+7)] 

Введем спектральную плотность входного сигнала 21
2)(
ω+

=ωuS . 

>> Su = 2/(omega^2+1). 
Найдём теперь амплитудную частотную характеристику, вы-

числим спектральную плотность )(ωyS  выходного сигнала по 
формуле (3.96) и выделим спектральную плотность его первой 
компоненты. 
>> Spectr = WOmega*WOmega2 
Spectr = 
[ 1/(i*omega+7)/(-i*omega+7), 3/(i*omega+7)/(-i*omega+7)] 
[ 3/(i*omega+7)/(-i*omega+7), 9/(i*omega+7)/(-i*omega+7)] 
>> Sy = Su*Spectr 
Sy = 
[  2/(omega^2+1)/(i*omega+7)/(-i*omega+7), 
   6/(omega^2+1)/(i*omega+7) / (-i*omega+7)] 
[  6/(omega^2+1)/(i*omega+7)/(-i*omega+7), 
   18/(omega^2+1)/(i*omega+7) / (-i*omega+7)] 
>> Sy1 = Sy(1,1) 
Sy1 = 
2/(omega^2+1)/(i*omega+7)/(-i*omega+7) 

Наконец, построим график спектральной плотности выходно-
го сигнала:  
>> q = -10:0.3:10; 
>> z = subs(Sy1,omega,q); 
>> plot(q,z) (рис. 3.1) 

Отметим, что при включении в систему Matlab пакета анализа 
и синтеза систем управления (Control System Toolbox) передаточ-
ную функцию можно найти, выполнив команды: 
>> sys = ss(A,B,C,D); 
>> Wtr = tf(sys) 
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Рис. 3.1. График спектральной плотности выходного сигнала 

 
Задание. В табл. 2 выбрать номер варианта, совпадающий с 

номером Вашей фамилии в журнале преподавателя. Найти спек-
тральную плотность установившегося выходного сигнала линей-
ной стационарной непрерывной системы с уравнениями движения 

CxyBuAxx =+=′ ,  и построить график спектральной плотности 
первой компоненты этого сигнала. На вход системы подаётся ста-
ционарный случайный процесс с ковариационной функцией 

22

2 2
2

)(
λ+ω

λ
π

σ
=τuK . 

Т а б л и ц а  2 
 

№ вар. А В С D σ2 λ 

1 

















−
−

−−

412
124
243

 
















1
1
1

 







120
001  








0
0  

2π 1 

2 

















−
−

−−

503
013
332

 
















−1
1
0

 
( )001  (0) 4π 3 
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Продолжение табл. 2 
 

№ вар. А В С D σ2 λ 
3 

















−−
−−
−−

614
102
421

 
















1
1
1

 







120
001  








0
0  

6π 1 

4 

















−−
−−−
−

725
211
510

 
















−1
1
0

 
( )001  (0) 8π 3 

5 

















−−
−−
−

836
320
601

 
















1
1
1

 







120
001  








0
0  

10π 1 

6 

















−−
−−
−−

947
431
712

 
















−1
1
0

 
( )001  (0) 2π 3 

7 

















−−
−−
−−

1058
542
823

 
















1
1
1

 







120
001  








0
0  

4π 1 

8 

















−
−

−−

412
124
243

 
















−1
1
0

 
( )001  (0) 2π 1 

9 

















−
−

−−

503
013
332

 
















1
1
1

 







120
001  








0
0  

4π 3 

10 

















−−
−−
−−

614
102
421

 
















−1
1
0

 
( )001  (0) 6π 1 

11 

















−−
−−−
−

725
211
510

 
















1
1
1

 







120
001  








0
0  

8π 3 

12 

















−−
−−
−

836
320
601

 
















−1
1
0

 
( )001  (0) 10π 1 
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Окончание  табл. 2 
 

№ вар. А В С D σ2 λ 
13 

















−−
−−
−−

947
431
712

 
















1
1
1

 







120
001  








0
0  

2π 3 

14 

















−−
−−
−−

1058
542
823

 
















−1
1
0

 
( )001  (0) 4π 1 

15 

















−−
−−
−−

1169
653
934

 
















1
1
1

 







120
001  








0
0  

2π 3 

 
 

Лабораторная работа № 1.  Анализ линейной стационарной  
непрерывной системы в пакете Mathcad   

 
Ход решения задачи абсолютно идентичен предыдущему, раз-

личия заключаются в названиях некоторых подпрограмм, а также 
способах обработки символьных данных, особенно входящих в 
матричные структуры. 

Итак, решается система вида (3.62), корни характеристическо-
го многочлена которой, т.е. собственные числа матрицы A , нахо-
дятся по формуле (3.64), а передаточная функция ( )pW  имеет вид 
(3.74). Наконец, амплитудная характеристика выходного сигнала 
определяется формулой (3.96). 

В системе Mathcad будут использованы следующие подпро-
граммы: 

1) eigenvals, 2) identity, 3) cols, 4) XY plot, 
а также команды меню символьных вычислений: 

5) упрощение выражений (simplify), 
6) подстановка переменной (substitute), 
7) оператор символьного вывода ( → ), 
8) вычисление комплексных выражений (complex). 
Используемые подпрограммы пакета Mathcad выполняют сле-

дующие действия: eigenvals(A) – вычисление собственных чисел 
матрицы A ; identity(n) – построение квадратной единичной матри-
цы размера n ; cols(A) – определение числа столбцов матрицы A ; 
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XY plot – построение плоского графика функции одного переменно-
го ( )xfy = . 

Итоговая программа в пакете Mathcad может быть такой: 
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Видно, что выражение для обратной матрицы ( )pН1  не изме-
нилось при упрощении. Это значит, что либо задача вовсе не име-
ет аналитического решения, либо она оказывается слишком слож-
ной для символьного процессора пакета Mathcad. 

 

 

 
 

 

 

 
 

Символьный процессор пакета Mathcad не может упростить до 
конца выражение для ( )pW  с подставленным значением ω⋅i . Ес-
ли же упрощать по группе символов ωi , получается нужный ре-
зультат. Аналогично обстоит дело и с подстановкой ω⋅−= ip . 
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Форма графика функции спектральной плотности выходного 
сигнала (рис. 3.2) такая же, как в лабораторной работе №1, выпол-
ненной в пакете Matlab (см. рис. 3.1 на с. 96). 

 

 
Рис. 3.2. Спектральная плотность выходного сигнала (3.62) 

 
Задание. Задание определяется и выполняется аналогично  

тому, как указано на с. 96. 
 
 

Лабораторная работа № 2. Вычисление дисперсии выходного 
сигнала линейной стационарной непрерывной системы при 

случайном воздействии в пакете Mathcad  
 

Найдем дисперсию выходного сигнала системы 

( )xyuxx 01,
1
1

21
10

=







+








−−

=′ , на вход которой подаётся ста-
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ционарный случайный процесс со спектральной плотностью, тож-
дественно равной единице.  

В окне приложения системы Mathcad формируем три матрицы 
A, B, C, определяющие параметры рассматриваемой системы:  









−−

=
21

10
:A  








=

1
1

:B  ( )01:=C . 

Сформируем также единичную матрицу размером 2×2, опр е-
деляемым порядком системы. Проверим устойчивость системы, 
для чего вычислим её собственные числа. Если собственные числа 
лежат левее мнимой оси комплексной плоскости, то это говорит об 
асимптотической устойчивости системы.  

Система имеет один вход и один выход, поэтому ее передаточ-
ная функция содержит один столбец и одну строку. Последователь-
но по формуле BApICpW 1)()( −−=  вычисляем передаточную 
функцию. 

Таким образом, головная программа в пакете Mathcad имеет 
следующий вид. 
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В передаточной функции выполняем подстановку ω= ip  для 

вычисления комплекснозначной частотной характеристики ).( ωiW  
Затем выполняем подстановку ω−= ip  для вычисления сопряжен-
ной частотной характеристики )( ω−iW : 

 

 

 

 
 
Здесь ситуация аналогична той, что мы наблюдали в лабора-

торной работе №1, выполняемой в пакете Mathcad. Упрощение 
выполняется по группе символов ωi  или ω− i . Следовательно, 
приходится вводить истинные значения функций ( )ωV  и ( )ω1V , 
где символы i  и ω  соединены знаком умножения: 

 

 
 

Вводим спектральную плотность входного сигнала и вычисля-
ем спектральную плотность выходного: 
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Упрощаем отдельно числитель и знаменатель спектральной 
плотности выходного сигнала: 

 

 

 

 

 
 
Вычислим дисперсию Dy  выходного сигнала по формуле 

∫
∞

∞−

ωω= dSDy y )( . Для этого найдем первообразную подынтеграль-

ной функции, а затем еë значения на верхнем и нижнем пределах 
интегрирования: 

 

 

 

 
Таким образом, 

 
 
Задание. В табл. 3 выбрать номер варианта, совпадающий с 

номером Вашей фамилии в журнале преподавателя. Найти диспер-
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сию выходного сигнала системы ( ) ,01,
1
1

xyuAxx =







+=′  на 

входе которой – белый шум единичной интенсивности. 
Т а б л и ц а  3 

 
№ варианта 1 2 3 

A   








−− 32
10

 







−− 43
10

 







−− 54
10

 

№ варианта 4 5 6 
A  









−− 65
10

 







−− 56
10

 







−− 68
10

 

№ варианта 7 8 9 
A  









−− 710
10

 







−− 44
10

 







−− 815
10

 

№ варианта 10 11 12 
A  









−− 712
10

 







−− 815
10

 







−− 920
10

 

№ варианта 13 14 15 
A  









−− 1025

10
 








−− 918
10

 







−− 1024

10
 

 
 

Лабораторная работа № 2. Вычисление дисперсии выходного 
сигнала линейной стационарной непрерывной системы при 

случайном воздействии в пакете Matlab   
 
Вычислим дисперсию выходного сигнала той же линейной 

системы ( )xyuxx 01,
1
1

21
10

=







+








−−

=′ , на вход которой пода-

ётся белый шум, т.е. случайный процесс с постоянной спектраль-
ной плотностью, равной единице. 

Так же как в предыдущей лабораторной работе № 1, нам при-
дётся воспользоваться некоторым набором подпрограмм системы 
Matlab: poly(a), eye(A), size(A), roots(L), inv(A), simplify(S), subs(S), 
expand(S), int(R, x), limit(R, x, a). Первые семь из них уже рассмот-
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рены в предыдущей работе, результат остальных таков: expand(S)  
раскрывает (и упрощает) каждый элемент символьного массива S; 
int(R, x)  вычисляет неопределённый интеграл от функции R по 
переменной x; limit(R, x, a)  находит предел функции R(x) при 
x→a. 

В соответствии с описанными в лабораторной работе № 1 пра-
вилами вводим следующую программу: 

 
» A=[0,1;-1,-2] 
A = 
     0     1 
    -1    -2 
» B=[1;1] 
B = 
     1 
     1 
» C=[1,0] 
C = 
     1     0 
» L=poly(A) 
L = 
     1     2     1 
» r=roots(L) 
r = 
    -1 
    -1 
» syms p omega Sy2 Sy3 R 
» M=p*eye(size(A))-A 
M = 
[   p,  -1] 
[   1, p+2] 
» N=inv(M) 
  
N = 
[ (p+2)/(p^2+2*p+1),     1/(p^2+2*p+1)] 
[    -1/(p^2+2*p+1),     p/(p^2+2*p+1)] 
» W=C*N*B 
W = 
(p+2)/(p^2+2*p+1)+1/(p^2+2*p+1) 
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» WS=simplify(W) 
WS = 
(p+3)/(p^2+2*p+1) 
» W1=subs(WS,p,i*omega) 
W1 = 
(i*omega+3)/(-omega^2+2*i*omega+1) 
» W2=subs(WS,p,-i*omega) 
W2 = 
(-i*omega+3)/(-omega^2-2*i*omega+1) 
» W3=W2.' 
W3 = 
(-i*omega+3)/(-omega^2-2*i*omega+1) 
» Su=1 
Su = 
     1 
» Sy=W1*Su*W3 
Sy = 
(i*omega+3)/(-omega^2+2*i*omega+1)* 
*(-i*omega+3)/(-omega^2-2*i*omega+1) 
» Sy1=simplify(Sy) 
Sy1 = 
(i*omega+3)*(i*omega-3)/(-omega^2+ 
+2*i*omega+1)/(omega^2+2*i*omega-1) 
» p=expand(-(i*omega+3)*(i*omega-3)) 
p = 
omega^2+9 
» Sy2=expand((omega^2+2*i*omega-1)*(omega^2- 
-2*i*omega-1)) 
Sy2 = 
omega^4+2*omega^2+1 
» Sy3=p/Sy2 
Sy3 = 
(omega^2+9)/(omega^4+2*omega^2+1) 
» R=int(Sy3,omega) 
R = 
4*omega/(1+omega^2)+5*atan(omega) 
» Sy2=limit(R,omega,inf,'left') 
Sy2 = 
5/2*pi 
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» Sy3=limit(R,omega,-inf,'right') 
Sy3 = 
-5/2*pi 
» Dy=Sy2-Sy3 
Dy = 
5*pi 
 
Задание. Задание определяется и выполняется так, как указано 

на с. 105 и  в табл. 3. 
 
 
4.  МОДЕЛИРОВАНИЕ  СЛУЧАЙНЫХ  ПРОЦЕССОВ 

 
4.1. Общая характеристика методов моделирования  

случайных процессов 
 

К настоящему времени разработан ряд методов моделирования 
случайных процессов ( )tξ  с различными заданными характеристи-
ками. Все известные методы можно разбить на две большие группы: 
точные и приближённые. В точных методах отсутствует методиче-
ская ошибка по ковариационной функции; для приближённых ме-
тодов равенство заданных и моделируемых характеристик случай-
ных процессов выдерживается не точно, а с некоторой погрешно-
стью. К сожалению, работ по анализу этих погрешностей мало, по-
этому основным методом контроля приближённых алгоритмов ос-
таётся статистическая обработка моделируемых реализаций. 

Практические методы моделирования случайных процессов 
также делятся на несколько групп по разным признакам. Наиболее 
общими являются методы моделирования случайных процессов с 
заданной многомерной плотностью вероятности. Такая постановка 
задачи имеет важное значение, так как к ней может быть сведена 
любая другая задача. В практике моделирования наиболее часто 
моделируются процессы с заданными корреляционными свойст-
вами. Эти методы являются основой цифрового моделирования 
случайных процессов. 

Моделирование случайных процессов сводится к моделирова-
нию независимых случайных величин. В свою очередь моделирова-
ние независимых случайных величин с любыми законами распреде-
ления осуществляется с помощью датчиков случайных чисел. 
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В настоящее время в практике цифрового моделирования слу-
чайных процессов довольно часто используется около десятка ал-
горитмов: метод формирующего фильтра, метод скользящего сум-
мирования, методы канонических и неканонических разложений, 
методы авторегрессии-скользящего среднего, метод условных рас-
пределений, метод Неймана и т.д.  

 
 

4.2. Метод условных распределений 
 
 

Рассмотрим случайный процесс ( )tξ  с заданной n -мерной 
плотностью вероятности ( )nn txtxtxf ,,...,,,, 2211 . Совместная  
n -мерная плотность вероятности удовлетворяет следующим усло-
виям: 

1)  положительности ( ) 0,,...,,,, 2211 ≥nn txtxtxf ; 
2)  нормировки 

 ( ) 1...,,...,,,,... 212211

раз   

=∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
nnn

n

dxdxdxtxtxtxf


;  (4.1) 

3)  согласованности 
( )

( )

nkdxdxdx

txtxtxtxtxf

txtxtxf

nkk

nnkkkk

kn

kk

<×

×

=

++

++

−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
∫ ∫ ∫

,...                    

,,...,,,,,...,,,...

,,...,,,,                    

21

112211

раз  

2211



 

(см. также формулу (1.11)). 
Цифровое моделирование случайного процесса ( )tξ , заданно-

го n -мерной плотностью вероятности, является самым полным, 
так как любой случайный процесс может быть описан подобным 
образом, поэтому метод условных распределений применим для 
моделирования любых случайных процессов. 

На практике метод применяется редко, потому что, во-первых, 
для многих, часто встречающихся случайных процессов, например 
нормальных, разработаны более эффективные алгоритмы; во-
вторых, он требует численного вычисления многомерных интегра-
лов, выражающих условные плотности распределений. 
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В общем виде ∞→n , на практике чем больше n , тем деталь-
нее статистическое описание случайного процесса ( )tξ . При за-
данном n  случайный процесс ( )tξ  представляется случайным век-
тором nξξξ ,...,, 21 , и моделирование случайного процесса можно 
рассматривать как моделирование случайного вектора с заданной 
многомерной плотностью вероятности. 

Метод основан на определении условных одномерных распре-
делений для каждого момента it  случайного процесса 
( ) niti ,...,2,1, =ξ . Каждое значение ( )itξ  моделируется с помощью 

датчика случайных чисел, имеющего соответствующее (условное) 
распределение. Для первого отсчёта текущей реализации случай-
ного процесса ( )1tξ  на основе формулы (1.11) определяется безус-
ловная плотность вероятности: 

( ) ( ) nnn

n

dxdxdxtxtxtxftxf ...,,...,,,,..., 322211

раз  1

111


−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
∫ ∫ ∫= .  (4.2) 

Для второго и последующих отсчётов текущей реализации оп-
ределится условная одномерная плотность вероятности 

( )
( )11

221112
11

22
2 ,

,,,
,

,
txf

txtxf
tx

txf =




 , где по формуле (1.11)  

( ) ( ) nnn

n

dxdxdxtxtxtxftxtxf ...,,...,,,,...,,, 432211

раз  2

221112


−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
∫ ∫ ∫= , 

аналогично   ( )
( )221112

332211123
2211

33
3 ,,,

,,,,,
,,,

,
txtxf

txtxtxf
txtx

txf =




  и  

( )332211123 ,,,,, txtxtxf  ( ) ....,,...,,,,... 542211

раз  3

nnn

n

dxdxdxtxtxtxf


−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
∫ ∫ ∫=  

Очевидно, что для каждого очередного отсчёта условная  
плотность вероятности, определяемая таким же образом, будет рав-

на: ( )
( )1122111...12

2211...12
1111 ,,...,,,,

,,...,,,,
,,...,,

,
−−−−−

=






kkk

kkk
kk

kk
k txtxtxf

txtxtxf
txtx

txf .  
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Во всех этих формулах значения величин, стоящих в знаменателях, 
определяются на предыдущих шагах. 

Приведённые рекуррентные соотношения для условных плот-
ностей используются для построения n  датчиков случайных чисел 
с данными (условными) плотностями вероятностей. Каждый i -й 
датчик моделирует i -й отсчёт конкретной реализации ( )itξ  слу-
чайного процесса ( )tξ . 

Многомерная плотность вероятности ( )nn txtxtxf ,,...,,,, 2211  
выражается через условные плотности вероятностей следующим 
образом:  

( ) ( )

.,,...,,,,
,             

...,
,,,,...,,,,

112211

11
22

1112211






×

×⋅




⋅=

−− nn
nn

nn

txtxtx
txf

tx
txftxftxtxtxf

 (4.3) 

Итак, метод условных распределений позволяет моделировать 
случайные процессы с произвольной многомерной плотностью 
вероятности ( )nn txtxtxf ,,...,,,, 2211 .  Следует иметь в виду,  что  на 
практике приходится вычислять интегралы, выражающие услов-
ные плотности вероятности kf ...12 , причём часто эти интегралы не 
выражаются в конечном виде и их вычисляют численно. Это один 
из недостатков метода условных распределений. Второй недоста-
ток – метод требует реализации n  датчиков случайных чисел с 
несовпадающими распределениями nfff ,...,, 21 . В общем случае 
вид плотностей вероятностей ( )112211 ,...,,,,,, −− kkkk txtxtxtxf  
может меняться при смене текущей реализации, что ещё более ус-
ложняет практическое применение метода (третий недостаток). 

Пример 16 [22]. Рассмотрим моделирование случайного про-
цесса с двумерной функцией плотности  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]
0,

1

14
4

1,,
2
5

22
22

2
11

22
22

2
11

2211 >

++

++
⋅

π
= L

Ltxtx

Ltxtx
L

txtxf . 

Определим безусловную плотность вероятности для первого 
отсчёта t1: 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]
∫

∫

∞

∞−

∞

∞−

++

++
π

=

==

.

1

14
4

1

,,,,     

2

2
5

22
22

2
11

22
22

2
11

2221111

dx

Ltxtx

Ltxtx
L

dxtxtxftxf

 

Неопределённый интеграл этого типа принадлежит к классу 

интегралов вида ∫ 




 + dtntmtR 222, . Он рационализируется и 

приводится к интегралу от тригонометрических функций вида 
( )∫ dzzzR cos,sin  соответствующей подстановкой: 

( ) ( ) ( )

( )[ ]
∫
∞

∞−

=

+

+
π

==





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a
L
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∫
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=
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2
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2
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2
2

2
2
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tg

tg4
4

cos
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2
5 z
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a

z
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t
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z
t
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[ ]
(∫∫

π

π
−

π
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+
π

=⋅

+

+
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=
2

2

2
2

2

2
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2
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2
5
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a
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z

z
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a  

)
( ) ( )[ ]

( ) ( )
.

1
111

1
11    

1

1sin4  

2
1

2
1

1

21
2

112

22
112

2
2

2

Ltx
Lt

tttLxt

LtxLtaLt
adzz
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Полученное распределение является распределением Коши, 

для которого ( )
( )[ ]22 µ−+λπ

λ
=

x
xf , где µ  – параметр положе-

ния, а 0>λ  – параметр рассеивания. В нашем случае 

1

1,0
Lt

=λ=µ , присутствует ещё множитель 
21

1
tt

. 
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Воспользуемся методом обращения (обратной функции) для 
моделирования случайной компоненты ( )1tξ . Здесь каждая компо-
нента моделируется как скалярная величина [23]. Найдём функ-
цию распределения ( )11, txF : 

( ) ( ) ∫∫
∞−∞−

=









+

π
==

11
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11111

1

1
1,,
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Lt
x

dx
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tt
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( )
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2
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1
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2
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
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
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=
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=
+π

=
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xLt
tt

xLt
ttxLt

xLtd
tt

xx

 

Используя выражение для ( )11, txF , получим моделирующий 
алгоритм для ( )1tξ  методом обращения. Пусть ( )1,01 R∈γ , тогда, 
по методу обратной функции, 

( )

( ) ( ) .
2
1tg1,arctg1

2
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2
1arctg11       
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1
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21111
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
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Условная плотность вероятности 2x , т.е. второго отсчёта слу-
чайного процесса ( )2tξ , будет равна:  
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Для моделирования ( )2tξ  найдём 
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Воспользуемся вновь методом обращения. Пусть ( )1,02 R∈γ , 

тогда 





 −γ=+

2
14sinsin 2

3 zz . Данное кубическое уравнение отно-

сительно z  может быть решено по формулам Кардано. Напомним 
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их: решение кубического уравнения 0233 =++ qруу  зависит от 
значения дискриминанта 32 pqD += . Если 0>D , то имеется один 
действительный и два комплексных корня. В нашем случае 

( ) 0
27
112,

2
12,

3
1,sin 2

22 >+−γ=





 −γ−=== Dqpyz . Находим един-

ственный действительный корень ,vuy +=  ( ) ,12 3
1
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( )3
1

2 12 Dv −−γ= , т.е. yz arcsin= , y
a
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−
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Сведём воедино все формулы, решающие поставленную  
задачу: 
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Смоделируем теперь средствами пакета Mathcad 10 отсчётов в 
моменты 21 =t  и 52 =t  разобранного примера. Это можно сде-
лать, например, следующим образом: 
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4.3. Метод отбора (Неймана) 
 

Рассмотрим сначала идею этого метода при моделировании 
одномерной случайной величины X . Пусть maxf  – максимальное 
значение функции плотности на интервале [ ]ba, , причём 

[ ]baX ,∈ , т.е. используется усечённое распределение случайной 
величины X . Датчиком случайных чисел получим пару стандарт-
ных равномерно распределённых чисел ( )1,0, 1 Rxx ii ∈+ , с помо-
щью которых найдём ( ) 1max

/
1

/ , ++ ⋅=−+= iiii xfxxabax .  Если те-
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перь ( )//
1 ii xfx ≤+ , то в качестве реализации случайной величины 

X  с функцией плотности ( )xf  можно взять число /
ix , если 

же ( )//
1 ii xfx >+ , то полученная пара /

ix  и /
1+ix  отбраковывается. 

Справедливость такого подхода очевидна из рис. 4.1. Действи-
тельно, пару чисел /

ix  и /
1+ix  можно рассматривать как координаты 

случайной точки плоскости, равномерно распределённой внутри 
прямоугольника acdb . Пары /

ix  и /
1+ix , удовлетворяющие усло-

вию ( )//
1 ii xfx ≤+ , – это координаты точки плоскости, расположен-

ной под кривой ( )xf . Вероятность попадания такой точки в поло-
су от x  до xx ∆+  пропорциональна ( )xf , а вероятность попада-
ния под всю кривую ( )xf  равна единице. 

 

 
Рис. 4.1. Графическая иллюстрация идеи метода отбора 

 
Для случайного процесса ( )tξ  с функцией плотности 

( )nn txtxtxf ,,...,,,, 2211  необходимо задать или найти область опре-
деления компонент nξξξ ,...,, 21 , т.е. области ( )iii ba ,∈ξ . По анало-
гии с одномерным случаем для формирования реализации случай-
ного процесса необходимо 1+n  равномерно распределённое слу-
чайное число, причём n  чисел должны быть равномерно распре-
делены в интервалах ( ) ( ) ( )nn bababa ,,...,,,, 2211 , а 1+n -е число –  

f(x)

fmax

f(x)

x
x+ xxa b

c d
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в интервале ( )max,0 f . Сначала получим стандартные равномерно 
распределённые случайные величины ( ) 1,1,1,0 +=∈ niRxi , по 
этим исходным данным определим величины 
( ) ( ) ( )

1max1,,1, ++ ⋅=ξ=−+=ξ n
k

niiii
k

i xfnixaba . 

Пусть 
( ) ( ) ( ) ( )( )Tk

n
kkk

ξξξξ ,...,, 21=  – n-мерный случайный век-

тор, причём k  – номер его реализации, зависящий от t . Точка 
( )k
ξ  

принимается в качестве реализации случайного процесса ( )tξ  с 
n  -мерной плотностью вероятности ( )nn txtxtxf ,,...,,,, 2211 , если 

( ) ( )k
n

k
f 1+ξ≥





ξ , и отбраковывается, если 

( ) ( )k
n

k
f 1+ξ<





ξ . При бра-

ковке точки 
( )k
ξ  происходит переход к новому шагу и индекс k  

увеличивается на единицу. Таким образом, здесь моделируются 
случайные точки 1+n -мерного пространства, равномерно распре-

делённые в объёме под гиперповерхностью 
( )





ξ=

k
fz . 

Как и все без исключения методы моделирования случайных 
процессов, метод отбора обладает  достоинствами и недостатками. 
Достоинствами являются простота реализации и программирова-
ния, а также отсутствие всяких предварительных расчётов в про-
тивоположность, например, методу условных распределений. Ос-
новной недостаток метода – работа «вхолостую» в том случае, ко-

гда нарушается условие 
( ) ( )k

n
k

f 1+ξ≥




ξ . Это приводит к избыточ-

ному обращению к датчикам случайных чисел и увеличивает вре-
мя работы программы. 

 
 

4.4. Моделирование случайных процессов с заданными 
корреляционными свойствами 

 
С практической точки зрения получение возможных значений 

случайного процесса ( )tξ  в рамках заданной корреляционной тео-
рии оказывается более простой задачей. Методы этой теории при-
менимы в тех случаях, в которых достаточно обеспечить лишь за-
данную матрицу корреляционных моментов случайных векторов. 
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Всё дело в том, что ненормальные случайные процессы часто 
появляются в результате некоторых преобразований нормальных. 
Кроме того, законы распределения ненормальных случайных про-
цессов очень трудно получить и теоретически и экспериментально. 
На практике при моделировании негауссовского случайного про-
цесса может быть известна лишь его корреляционная функция, так 
как при моделировании по экспериментальным данным корреля-
ционные моменты определяются значительно проще и надёжнее. 
Так как в данных условиях многомерные законы распределения 
неизвестны, моделирование случайных процессов имеет смысл 
лишь в рамках корреляционной теории. 

4.4.1. Метод формирующего фильтра. Формирующим фильт- 
ром называется динамическая система, преобразующая абсолютно 
случайный процесс ( )tη  (белый шум) в случайный процесс ( )tξ  с 
заданными статистическими характеристиками. На рис. 4.2 пред-
ставлена схема аналогового формирующего фильтра, когда из бе-
лого шума ( )tη  на входе получают случайный процесс ( )tξ  с за-
данной ковариационной матрицей ( )τξK  и спектральной плотно-
стью ( )ωξS . Характеристикой формирующего фильтра является 
передаточная функция ( )pK , которая может быть найдена по ко-
вариационной функции ( )τξK  и (или) по спектральной плотности 

( )ωξS  нужного случайного процесса ( )tξ . 
 

 
Например, так как характеристики белого шума (см. под- 

разд. 2.4) ( ) ( ) ( ) 02
, ScSctK =

π
=ωτδ= ξξ , то, предполагая процесс 

( )tη  гауссовским с ( )[ ] 0=η tM , получим [22] ( ) ( )
0S
pSpK = . 

    

K(p)
ξ(t)η(t)

Рис. 4.2. Схема формирующего фильтра 
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В современной литературе известно несколько разных мето-
дов вычисления передаточной функции. В соответствии со спосо-
бом вычисления ( )pK  метод моделирования случайного процесса 
( )tξ  имеет то или иное название (см., например, п. 4.4.2). 

В общем случае методы вычисления передаточной функции 
довольно сложны, некоторые из них приводят к решению систем 
дифференциальных уравнений, другие – нелинейных алгебраиче-
ских уравнений, третьи используют разложение спектральной 
функции в ряд Фурье, в четвёртых применяется метод факториза-
ции, т.е. метод разложения спектральной функции на множители, 
один из которых равен передаточной функции формирующего 
фильтра. 

Рассмотрим теперь несколько случаев общей идеи форми-
рующего фильтра, наиболее употребительных и простых с вычис-
лительной точки зрения. 

 

4.4.2.  Метод  скользящего суммирования. Задачу цифрового 
моделирования случайных процессов с помощью скользящего 
суммирования можно рассматривать как задачу синтеза линейного 
дискретного формирующего фильтра, преобразующего дискрет-
ный белый шум в коррелированный дискретный случайный про-
цесс с заданными статистическими характеристиками. 

Пусть ( )nξ  – последовательность значений случайного про-
цесса ( )tξ  в точках tntn ∆= . Оператор скользящего суммирования 
есть линейный оператор преобразования: 

( ) ( )∑
=

−=ξ
N

k
k knxcn

0
, (4.4) 

где ( ) ( )1,0Nkx ∈  – отcчëты белого шума, kc  – коэффициенты циф-
рового фильтра. В силу линейности преобразования (4.4) последо-
вательность ( )nξ  будет также нормальным случайным процессом. 

Название «метод скользящего суммирования» отражает суть 
формулы (4.4), так как значения ( )nξ  вычисляются как взвешенная 
сумма входных отсчётов ( )kx  в сдвигающемся окне отсчётов 
( ) ( ) nNnNn ,...,1, +−− . Коррелированность случайных величин 
( )nξ , ( )kn +ξ  обеспечивается за счёт того, что в их образовании 

участвуют k  общих случайных величин последовательности ( )nx . 
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При Nk =  значения ( )nξ  и ( )kn +ξ  становятся некоррелирован-
ными. Характер корреляционной связи зависит только от значений 
коэффициентов kc . 

Так как ковариационная функция последовательности ( )nx  
имеет вид 

( ) ( ) ( )[ ]




≠
=

=δ=+=
,0,0
,0,1

n
n

nkxkxMnK nx  (4.5) 

то значения ковариационной функции ( )tKξ  в точках tntn ∆= , 
вычисленные с использованием формулы (4.4), будут равны: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]}{ =+++⋅+++=

=







=ξξ= ∑∑

==
ξ

NxcxcxcNxcxcxcM

kxckxcMkkMK

NN

N

k
k

N

k
k

...10...10 

0               

1010

00

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )




 +++++= 010...1000 01010

2
0 xcxcNxcxcxcxcxxcM N  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )++++++ 0...1...11 01
2
1 xcNxcNxcxcxxc NN  

( ) ( ) ( ) ( )]} ( ) ( )[ ]+=+++ 00...1 2
0

2
1 xxMcNxNxcxcNxc NN  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

.1...                                       

01...10           

0

22

10
2
0

2
10

∑
=

=⋅++

+⋅+⋅=+++
N

k
kN

N

cc

cccNxNxMcxxMcc
 

Аналогично другие индексы:  
( ) ,...1 12110 NN ccccccK −ξ +++=   
( ) ,...2 133120 −−ξ +++= NN ccccccK …,  
( ) ,... 11110 +−++ξ +++= kNNkk cccccckK …,  
( ) ,1 110 NN ccccNK +=− −ξ  ( ) ,0 NccNK =ξ  ( ) ,01 =+ξ NK  

где ( ) ( )tnKnK ∆= ξξ . 

Итак, между коэффициентами линейного фильтра (4.4) kc  и 
значениями ковариационной функции ( )τξK  в точках отсчётов 

tntn ∆=  существуют следующие соотношения: 
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( )
( )
( )

( )

( )
( )



















=
+=−

+++=

+++=
+++=

+++==

ξ

−ξ

++−+ξ

−−ξ

−ξ

=
ξ ∑

.
,1

.....................................................
,...

....................................................
,...2

,...1

,...0

0

110

11110

133120

12110

22
1

2
0

0

2

N

NN

NkNkk

NN

NN

N

N

k
k

ccNK
ccccNK

cccccckK

ccccccK
ccccccK

ccccK

 (4.6) 

Таким образом, очевидным способом синтеза дискретного 
цифрового фильтра, моделирующего случайный процесс ( )tξ  с 
заданной ковариационной матрицей ( )τξK  и математическим 

ожиданием ( )[ ] 0=ξ tM , является получение коэффициентов kc  из 
решения нелинейной системы алгебраических уравнений (4.6). 

После того как коэффициенты kc  вычислены, реализации  
случайного процесса в моменты tntn ∆=  осуществляются по  
формуле (4.4). 

Рассмотренный метод пригоден для моделирования гауссов-
ских процессов с произвольными спектральными плотностями, од-
нако он является приближённым, имеющим методическую погреш-
ность, которая зависит от числа учитываемых коэффициентов kc  в 
формуле (4.4). Его целесообразно применять при известной кова-
риационной функции ( )τξK  нормального случайного процесса ( )tξ . 

4.4.3. Метод авторегрессии-скользящего среднего. Для моде- 
лирования нормальных случайных процессов можно использовать 
и рекуррентные алгоритмы. Этот метод основан на уравнении ав-
торегрессии-скользящего среднего: 

( ) ( ) ( )∑∑
==

−ξ+−=ξ
m

k
k

l

k
k knbknxan

10
.  (4.7) 

В данном случае вид ковариационной функции случайного 
процесса определяется набором значений параметров ka  и kb ,  
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а также их количеством. Параметры ka  и kb  определяются на 
этапе подготовки к моделированию. Уравнение (4.7), так же как и 
в предыдущем случае (см. п. 4.4.2), описывает некоторый дискрет-
ный линейный фильтр, который из дискретного белого шума на 
входе формирует на выходе дискретный случайный процесс с за-
данными статистическими характеристиками. 

Коэффициенты ka  и kb  можно определить методом факто-
ризации. В этом методе для синтеза формирующих дискретных 
фильтров используются специальные свойства ковариационных и 
спектральных функций моделируемых случайных процессов. 

Метод факторизации применяют и при определении коэффи-
циентов kc  линейного формирующего фильтра, когда уравнение 
(4.7) имеет более простую структуру, например: 

( ) ( ) ( )1,0,
0

Nxknxcn k

l

k
k ∈−=ξ ∑

=
. (4.8) 

На практике часто используются случайные процессы, у кото-
рых спектральная плотность мощности представляется дробно-
рациональной функцией  

( ) ( ) ( )
( ) ,2

1
ω
ω

=ττ=ω ∫
∞

∞−

ωτ−
ξ S

SdeKS i  (4.9) 

где ( )ω1S  и ( )ω2S  – многочлены степеней l  и ( )mlm < ,  соответ-
ственно. 

Случайные процессы со спектральной плотностью вида (4.9) 
имеют также дробно-рациональную передаточную функцию [3] 

( ) ( )
( )ω
ω

=ω
iK
iKiK

2

1 , (4.10) 

где ( )ωiK1  и ( )ωiK2  – многочлены степени l  и ( )mlm < . Спек-
тральная плотность случайного процесса ( )tξ , получаемого по 
формуле (4.7) на выходе системы, будет иметь вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )ω−ω

ω−ω
=ω−ω=ω=ωξ iKiK

iKiKiKiKiKS
22

112 .  (4.11) 
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Множитель ( )
( )ω
ω
iK
iK

2

1  в формуле (4.11) и будет передаточной функ-

цией формирующего фильтра (4.9). Разложение (4.11) возможно, 
хотя и не является однозначным. 

По теории [19], всякая положительная дробно-рациональная 
функция относительно аргумента может быть представлена свои-
ми нулями и полюсами: 

( )
( )

( )

( )

2

1

1
0

2

1

∏

∏

=

=

ω−ω

ω−ω
=

ω
ω

m

k
k

l

k
k

k
ii

ii
C

S
S , (4.12) 

где k0ω  – нули передаточной функции (нули многочлена ( )ωiK1 ), 

kω  – полюсы передаточной функции (нули многочлена ( )ωiK2 ), 

kC  – константа. В соответствии с этим разложением сама переда-
точная функция ( )pK  может быть представлена формулой 

( )
( )

( )∏

∏

=

=

ω−ω

ω−ω
=ω 1

1
2

1

1
1

m

k
k

l

k
k

ii

ii
CiK , (4.13) 

где k1ω  и k2ω  – нули и полюсы передаточной функции, лежащие 
в верхней полуплоскости (имеющие положительную мнимую 
часть), а множитель С  выбирается из условия ( ) ( )ω=ω ξSiK 2 . 

Для получения формулы скользящего суммирования по тео-
рии необходимо получить функцию импульсной переходной ха-
рактеристики формирующего фильтра [1, 3, 13]:  

( ) ∑ ∑
=

−

=
=

k

i

r

j

tp
j

ij
i

ie
j

tCth
1

1

0 !
, (4.14) 

где ip  – полюсы передаточной функции, т.е. корни знаменателя 
формулы (4.13) кратности ir  каждый ( )mrrr k =+++ ...21 , а  

( ) ( )( )[ ]
i

i
i

i

pp
k

ijr

jr

i
ij pppK

dp
d

jr
C

=−−

−−
−⋅

−−
= 1

1

!1
1 . (4.15) 
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Если на вход фильтра с импульсной переходной характери-
стикой ( )th  воздействует белый шум с ковариационной функцией 

( ) ( )τδ=τxK , то на выходе фильтра случайный процесс ( )tξ  выра-
жается интегралом Дюамеля  

( ) ( ) ( )∫
∞

δ ττ−τ=ξ
0

dtxht . (4.16) 

Белый шум ( )txδ  с дельтаобразной ковариационной функцией 
имеет бесконечную дисперсию (см. также формулу (2.24)). Чтобы 
этого избежать, при вычислении значений случайного процесса 
уравнение (4.16) заменяется на 

( ) ( ) ( )∫ ττ−τ=ξ
t

dtxht
0

0 , (4.17) 

где ( )tx0  – белый шум с ограниченной частотой Гω , причём в по-
лосе ( )ГГ ωω− ,  должна находиться основная часть мощности 

процесса ( )tξ . ( )tx0  имеет дисперсию 
π
ω

= ГD0  и не коррелиро-

ванные в точках 
Г

n ntnt
ω
π

=∆=  значения. 

Если заменить интеграл (4.17) конечной суммой с шагом t∆ , 
получим алгоритм реализации дискретных значений случайного 
процесса ( )tξ  в виде  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=
−=−∆=∆ξ=ξ

00
0

k
k

k
knxcknxkhttnn , (4.18) 

где ( ) ( ) ( )1,0, Nmxkhtсk ∈∆= . 
Применение метода факторизации для получения параметров 

моделирующих алгоритмов целесообразно в тех случаях, когда 
моделируемый процесс является процессом с рациональным спек-
тром. При факторизации спектральных функций высокого поряд-
ка, у которых имеются корни выше второй степени, вычисление по 
формулам (4.13)-(4.15), (4.17) становится весьма затруднительным, 
что ограничивает применение метода факторизации. 
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Пример 17 [3]. Найдём формулу для моделирования случай-
ного процесса с ковариационной функцией ( ) τω−

ξ =τ keK . 
Найдём прежде всего спектральную плотность мощности за-

данного случайного процесса:  
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Здесь разделение интервала интегрирования связано со свой-

ствами функции 




≥ττ
<ττ−

=τ
.0,
,0,
 

Корни спектральной функции ( )ωS  равны kiω± . Передаточ-
ная функция формирующего фильтра, вычисленная по формуле 

(4.12), будет равна: ( )
( )

( )∏

∏

=

=

−

−
= m

k
k

l

k
k

pp

pp
CpK

1

1
1

, где kk ip 11 ω=  – корни 

числителя, kk ip 2ω=  – корни знаменателя. Числитель корней не 
имеет (не зависит от ω ), корни знаменателя kiω± . Согласно тео-
рии выберем корень с положительной мнимой частью, это корень 

kiω+ . Тогда ( )
kp

CpK
ω−

=
1  (в выражение для ( )pK  входит 

коэффициент при мнимой части). 
Найдём теперь константу C . Условие ( ) ( )ω=ω SiK 2  даёт  

( ) ( ) ( ) =ω==
ω+ωπ

ω 22
22 iKpK

k

k
22

2
1

kk

C
ii

C
ω+ω

=
ω−ω

. 
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Здесь использовано свойство модуля комплексного выраже-

ния, именно, если ibaz += , то 22 baz += . Отсюда 
π
ω

= kС . 

Вычислим теперь импульсную переходную характерис- 
тику формирующего фильтра по формулам (4.14) и (4.15).  

Так как kprk ω−=== 11 ,1,1 , то ( ) ∑ ∑
= =

==
1

1
10

0

0

1

!i

tp

j

tp
j

ij eCe
j

tCth i , 

( ) ( )( )[ ] =−
−−

=
=−−

−−

1

1
1101

101

10 !101
1

pp
pppK

dp
dC ( )( )[ ] =− = 11 pppppK  

( ) Cp
p

C
kpk

k
=ω+

ω+
= ω=

1 . Тогда ( ) tkt kk eeCth ω−ω−

π
ω

== . 

Наконец, получим формулы, моделирующие случайный про-
цесс с данной ковариационной функцией (см. формулы (4.18)): 

taeaetc k
aktkk

k
k ∆ω=

π
=

π
ω

∆= −∆ω− ,  и ( ) ( ) ( )1,0,
0

Nxknxcn k
k

k ∈−=ξ ∑
∞

=
. 

Пример 18. Осуществим моделирование случайного процесса 
( )tξ  с ковариационной функцией ( ) ( )( )( )[ ]2sign2 τα−τδ=τ τα−

ξ DeK . 
Найдём вначале спектральную плотность. Так как ( )τξK  – 

действительная чётная функция, применим формулу (2.14).  

При этом используем свойства функций ( )




≠τ
=τ∞

=τδ
0,0
,0,
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
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
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∞
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∞
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∞
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0
=τωττ

π
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−τωττδ
π

= ∫∫
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ατ−
∞

ατ− deDdeD   
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,cos20cos2

0

0 ∫
∞

ατ−⋅α− τωτ
π
α

−⋅ω
π

= deDeD  так как по свойству дель-

та-функции ( ) ( ) ( )∫
ε+

=ττδτ
0

0
0

2
1 fdf . Последний интеграл в выраже-

нии для ( )ωξS  легко берётся по частям, именно 

∫ 



 ωτ

α
ω

+ωτ
α

−
ω+α

α
=τωτ ατ−ατ− sincos1cos 222

2
ede . Тогда 

( ) =
ω+α

α
⋅

π
α

−
π

=ωξ 22
22 DDS ( )22

22
ω+απ

ωD . Графики функций 

( )τξK  и ( )ωξS  приведены на рис. 4.3. 
 

 
Корень числителя спектральной функции равен нулю, корни 

знаменателя α± i . Передаточная функция формирующего фильтра 

равна (формула (4.13)): ( )
α−

=
ip

pCpK , так как для знаменателя 

выбирается один корень с положительной мнимой частью. 
Определим значение константы С .  По условию 

( ) ( ) 2ω=ωξ iKS , т.е. 22

22

22

22
ω+α

ω
=

α−ω
ω

=
ω+α

ω
⋅

π ii
iCD .  

  

K(τ) 

τ 

S(ω) 

ω 

Рис. 4.3. Графики ковариационной функции и функции спектральной 
плотности  мощности примера 18 
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Отсюда 
π

=
DC 2 . Импульсная переходная характеристика форми-

рующего фильтра аналогична таковой же в примере 17. Именно, 
α−=== 11 ,1,1 prk , ( ) tpeCth 1

10= , ( )( )[ ] =−= = 1110 pppppKC  

( ) =







α−

α−
=

α=p

p
p

pC α
π

=α
DC 2 ,   ( ) teDth α−α

π
=

2 . 

Таким образом, формулы, моделирующие случайный про- 
цесс ( )tξ  с заданной ковариационной функцией, имеют  

вид ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=
−=−∆=ξ

0
0

0
0

k
k

k
knxcknxkhtn , где ( ) =∆= khtck  

( ).1,0,,222
0

2 NxtaeaDetDeDt aktktk ∈∆α=
π
α

=α
π
∆

=α
π

∆= −∆α−∆α−

 

   4.4.4. Метод канонических разложений. Каноническое пред- 
ставление случайного процесса основано на выражении модели 
случайного процесса ( )tξ  в виде детерминированной функции 
случайных величин, т.е. в виде 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
ξ +=ξ

1k
kk txutmt , (4.19) 

где ku  – коэффициенты разложения – случайные величины, мате-
матические ожидания которых равны нулю, ( )txk  – детерминиро-
ванные функции, образующие систему функций. Функции ( )txk  
называются координатными функциями канонического разложе-
ния. Коэффициенты разложения ku  изменяются от реализации к 
реализации; необходимо, чтобы ku  были некоррелированными, 

т.е. [ ] 0=jiuuM  при ji ≠ . 
Согласно теории [18] некоррелированность случайных коэффи-

циентов  ku   обеспечивается при выборе  в качестве системы 
( ) ∞= ,...,2,1,ktxk  функций, являющихся решениями интегрального 

уравнения типа Фредгольма относительно функции ( )tx : 
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( ) ( ) ( )∫ λ=
MT

kkk tudttxttK
0

12221, , (4.20) 

где ( )21,ttK  – заданная ковариационная функция – ядро интеграль-
ного уравнения, MT  – интервал моделирования случайного процес-
са, kλ  – собственные числа данного интегрального уравнения. 

Основным достоинством представления (4.20) является воз-
можность моделирования случайного процесса ( )tξ  для любого 
момента времени t , так как ( )tξ  моделируется как функция непре-
рывного времени. На практике описанный метод применяется ред-
ко из-за следующих трудностей. 

1. Решение интегрального уравнения (4.20) аналитически най-
дено лишь для весьма ограниченного набора ковариационных 
функций ( )21,ttK . 

2. В соответствии с (4.19) необходимо использовать бесконеч-
ное число функций ( )txk . Это не может быть реализовано при 
практическом моделировании. Если же взять число членов в пра-
вой части формулы (4.19) конечным, возникает методическая 
ошибка. 

В работе [18] В.С. Пугачёв предложил метод, в котором слу-
чайный процесс ( )tξ  моделируется таким образом, что истинная 
ковариационная функция ( )21,ttK  совпадает с ковариационной 
функцией моделируемого случайного процесса ( )21,ttK Д  лишь 
для заданных дискретных моментов времени. Таким образом, 
( ) ( )2121 ,, ttKttK Д=  для конечного множества моментов, а само 

моделирование происходит по формуле 

( ) ( ) ( )∑
=

ξ +=ξ
N

k
kk txutmt

1
, (4.21) 

где N  – число точек, в которых ( ) ( )2121 ,, ttKttK Д= . Для вычис-
ления по формуле (4.20) необходимо определить ортонормирован-
ную систему функций ( ) Nktxk ,1, =  и некоррелированные случай-
ные величины Nkuk ,1, = . При этом накладываются условия лишь 
на первый и второй моменты случайных величин ku  [18]: 
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 (4.22) 

При таком подходе не нужно решать интегральное уравнение 
(4.20), а функции ( )txk  определяются простыми алгебраическими 
уравнениями (4.22). 

4.4.5. Метод канонических разложений для стационарных 
случайных  процессов. У стационарных случайных процессов кова- 
риационная функция, зависящая от разности аргументов 

( ) ( ) ( )τ=−= ξξξ KttKttK 1221, , связана со спектральной плотностью 
мощности парой преобразования Фурье (2.18)-(2.19), поэтому при 
моделировании стационарных случайных процессов можно ис-
пользовать функцию ( )ωξS . 

При условии ( ) ( )τ= ξξ KttK 21,  собственными функциями 
( )txk  интегрального уравнения (4.20) (координатными функциями 

уравнения (4.19)) являются гармонические функции, т.е. ряд (4.19) 
превращается в ряд Фурье: 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
ξ ≤≤ω+ω+=ξ

0
0,sincos

k
Mkk Tttkutkvtmt , (4.23) 

где MT  – интервал моделирования, MП
П

TT
T

≥
π

=ω ,2 , 

[ ] [ ] 0== kk uMvM , [ ] [ ] [ ] 0=== jijiji vvMuuMuvM  при 
[ ] Пii TuvMji ,0, =≠  – интервал, равный периоду формулы (4.23), 

выбранный так, чтобы ковариационная функция процесса (4.23) 
значимо не отличалась от заданной ( )τξK . 

Определим ковариационную функцию процесса (4.23).  
  ( ) ( ) ( )[ ] =ξξ=ξ 2121, ttMttK  

( ) ( ) =







ω+ω⋅ω+ω= ∑

∞

=0
2211 sincossincos

k
kkkk tkutkvtkutkvM   
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( )∑
∞

=
ωω+ωω=

0
2121 sinsincoscos

k
uv tktkDtktkD

kk
. Для того чтобы 

случайный процесс ( )tξ  был стационарным в широком смысле, 
необходимо, чтобы kuv DDD

kk
== . Тогда  

( ) ( )

( ) ∑∑

∑
∞

=

∞

=

∞

=
ξ

ωτ=−ω=

=ωω+ωω=

00
12

0
212121

.coscos             

sinsincoscos,

k
k

k
k

k
k

kDttkD

tktktktkDttK
 (4.24) 

Выражение (4.24) есть разложение ковариационной функции в 

ряд Фурье с периодом 
ω
π

=
2

ПT , коэффициентами которого явля-

ются дисперсии kD . В этом случае, так как ( )τξK  – чётная функ-

ция, то на интервале [ ]ПП TT ,−  коэффициенты ряда Фурье равны: 

( ) ( )∫∫ τωττ=ττ= ξξ

ПП T

П
k

T

П
dkK

T
DdK

T
D

00
0 ,cos2,1   (4.25) 

где kkПT ττ>> ,  – интервал корреляции случайного процесса ( )tξ . 
Если kПT τ>> , то с небольшой методической погрешностью 
уравнения (4.25) можно переписать в виде  

( ) ( )

( ) ( )∫

∫
∞

ξ

∞

ξξ

ω
π

=τωττ=

π
=ττ=

0

0
0

.cos2

,0
2

1

kS
T

dkK
T

D

S
T

dK
T

D

ПП
k

ПП  (4.26) 

Таким образом, дисперсия гармоник формул (4.23) и (4.24) 
определяется по заданной спектральной плотности мощности 
( )ωS  с точностью до постоянных множителей. 

Обычно функция ( )ωS  резко убывает и становится малой по 
достижении некоторой верхней частоты Вω , поэтому число чле-
нов усечённого ряда в (4.23) может быть приближённо оценено 

как П
ВВ TM
π

ω
=

ω
ω

=
2

. С другой стороны, поскольку общая дис-
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персия моделируемого случайного процесса равна ( )0ξξ = KD , 
дисперсия же при усечении формулы (4.23) определяется соотно-

шением ∑
=

=
M

k
kM DD

0
, то критерием выбора M  может быть выра-

жение 

( ) ε<=− ∑
∞

+=ξξ 10
11

Mk
k

M D
KD

D , (4.27) 

где ε  – заданная погрешность при моделировании. 
При таких условиях и ограничениях моделирование случайно-

го процесса ( )tξ  происходит по формуле 

( ) ( ) ( )∑
=

ξ ω+ω+=ξ
M

k
kk tkutkvtmt

0
,sincos  (4.28) 

где kv  и ku  – некоррелированные случайные величины с 
[ ] [ ] 0== kk uMvM , [ ] [ ] kkk DuDvD == . Распределение случайных 

величин kv  и ku  может быть произвольным, если процесс ( )tξ  нор-
мальный, то kv  и ku  – также нормально распределённые случайные 
величины с определёнными первыми и вторыми моментами. 

Так как каждое слагаемое в правой части (4.28) представляет 
собой простую гармонику с частотой ωk , то при условии нор-
мальности случайного процесса ( )tξ  эта гармоника имеет фазу, 
равномерно распределённую на интервале [ ]ππ− , , и амплитуду, 
распределённую по закону Рэлея с параметром kR DD 2= , т.е. 

( ) kD
A

k
e

D
AAf 4

2

2

−
= . В этом случае моделирование по формуле 

(4.28) может быть заменено моделированием по формуле 

( ) ( ) ( )∑
=

ξ ϕ+ω+=ξ
M

k
kk tkAtmt

0
cos , (4.29) 

где вместо двух случайных величин kv  и ku  с одинаковым (нор-
мальным) распределением используются две случайные величины 
с разными законами распределения: амплитуда kA  распределена 



 136 

по закону Рэлея с параметром kD2 , фаза kϕ  распределена равно-
мерно на [ ]ππ− ,R . 

Формулу (4.29) можно ещё упростить, исключив случайные 
амплитуды гармоник kA . Так как мощность амплитуды каждой 

гармоники в (4.28) равна: [ ] [ ] [ ] [ ] kkkkk DuDvDuMvM 222 =+=+ , то 
формулу (4.29) можно переписать в виде  

( ) ( ) ( )∑
=

ξ ϕ+ω+=ξ
M

k
kk tkCtmt

0
cos , (4.30) 

где kC  – неслучайный параметр и kk DC 2= . 
Формулу (4.30) используют при большом значении M , так 

как в силу центральной предельной теоремы процесс ( )tξ , полу-
чаемый по формуле (4.30), сходится к нормальному. 

4.4.6. Моделирование марковских случайных процессов (дис-
кретных марковских цепей). Моделирование марковских случай- 
ных процессов осуществляется на основе метода условных  
распределений (см. подразд. 4.2). Сам процесс моделирова- 
ния зависит от порядка марковского процесса. Рассмотрим  
вначале процесс первого порядка. По определению марков- 
ской цепи, ( ) ( ) ( ) ( ){ }==ξ=ξ=ξ=ξ −− 112211 ,...,, nnnn ititititP  

( ) ( ){ }11 −− =ξ=ξ= nnnn ititP . Кроме того, вероятность перехода из 
состояния i  в состояние j  определяется переходной вероятно-
стью ijp , которая должна быть вычислена или задана. Для дис-
кретных однородных марковских цепей с дискретным временем 
справедлива формула (2.45). 

Опишем более подробно процесс получения разных отсчётов 
нескольких реализаций марковского процесса в общем случае мето-
дом условных распределений. Для моделирования марковского слу-
чайного процесса достаточно знать условные плотности вероятно-
стей перехода из состояния в состояние и плотность вероятности 

( )00 tf  начального значения ( )0tξ  в начальный момент времени 0t . 
Пусть задана начальная плотность ( ) ( )( )00000 ,ttftf ξ= .  

По этой плотности соответствующим датчиком случайных чисел 
реализуется значение первого отсчёта ( )01 tξ  первой реализа- 
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ции случайного процесса ( )tξ . Для следующего, второго,  
отсчёта определяется условная одномерная плотность вероятности  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )000

110001

000

1001
00111011 ,

,,,
,

,
,,

ttf
ttttf

ttf
ttf

ttttff
ξ

ξξ
=

ξ
ξξ

=ξξ=ξξ  

и по этой плотности – значение второго отсчёта ( )11 tξ  первой  
реализации. Третий отсчёт будет иметь условную одномер- 
ную плотность вероятности  ( ) ( ) ( )( ) =ξξ=ξξξ 112221021 ,,, ttttff  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ,

,
,,,,,

 
,

,,

1001

221100012

1001

210012

ttf
ttttttf

ttf
tttf

ξξ
ξξξ

=
ξξ

ξξξ
=  по которой 

реализуется значение третьего отсчёта ( )21 tξ . 
Величины kfff ...0101201 ,...,,  в общем случае рассчитываются 

по формулам (1.11). В результате получается последовательность 
чисел ( ) ( ) ( ) ( )ktttt 1211101 ,...,,, ξξξξ , изображающих первую реализа-
цию марковского случайного процесса ( )tξ . Для получения второй 
и последующих реализаций повторяются те же операции. 

Простая дискретная цепь Маркова представляет собой после-
довательность случайных величин ( ) ,...2,1, =ωξ ii  с возможными 
значениями kiii ,...,, 10 . Условные вероятности ( )1−ξξ kkp  для ка-
ждого значения процесса ( )ktξ  в момент kt , т.е. вероятности пере-
хода, обычно задаются при моделировании. Таким образом, в этом 
случае расчёт условных вероятностей не требуется. В общем же 
случае переходные вероятности зависят от номера шага, т.е. от 
времени, и на каждом шаге должны пересчитываться. 

Само моделирование дискретных марковских однородных це-

пей происходит по формуле (2.45): ( ) ( )∑
=

−=
n

i
ijij pkpkp

1
,1  

njk ,...,2,1,...,2,1 == , где n  – число состояний цепи. Для запуска 
процесса моделирования необходимо задать начальное распреде-
ление вероятностей ( ) nipi ,...,2,1,0 =  и матрицу переходных веро-

ятностей ijp . 

Тогда вероятности всех состояний ( ) ( ) ( )1,...,1,1 21 nppp  на  
первом и последующих шагах могут быть легко получены. Номер 
шага  процесса  –  это  очередной  отсчёт  конкретной  реализации,  
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т.е. шаг цепи, а номер реализации – нижний индекс вероятностей 
состояний ( )kp j . Выбрав, например, числа ( ) ( ) ( ),...,...,2,1 111 kppp , 
получим вероятности всех состояний (отсчётов) марковской цепи 
первой реализации. Сами значения марковского случайного про-
цесса можно получить моделированием дискретной случайной ве-
личины с заданным рядом распределения, например таким, как  в 
табл. 4 [23]. 

 

Т а б л и ц а  4 
 

( )ωξ  ( )01ξ  ( )11ξ  ( )21ξ  … ( )k1ξ  … 

p  ( )01p  ( )11p  ( )21p  … ( )kp1  … 

 
 

4.5. Параметры некоторых алгоритмов моделирования  
стационарных процессов с типовыми ковариационными  

функциями 
 

На основании рассмотренных ранее методов и многих других, 
не приведённых в данном учебнике, получены алгоритмы модели-
рования случайных процессов с некоторыми типами ковариацион-
ных функций. Приведём вначале таблицу соответствия ковариаци-
онных функций ( )τξK  и им сопутствующих функций спектраль-

ной плотности мощности ( )ω∗
ξS . Эти данные содержатся в табл. 5. 

Т а б л и ц а  5 
 

( )τξK  ( )ω∗
ξS  

1. ( ) ( )τδτδ ,D  – дельта-функция 

π2
D

 

2. D  ( )ωδD  

3. βτcosD  ( ) ( )[ ]
2

β−ωδ+β+ωδD  

4. ∑
=

τβ
n

i
iiD

1
cos  

( ) ( )[ ]
∑
=

β−ωδ+β+ωδn

i

iiD
1 2

 

5. 0, >ατα−De  
22 ω+α

α
⋅

π
D
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Продолжение табл. 5 
 

( )τξK  ( )ω∗
ξS  

6. ∑
=

τα−n

i
i

ieD
1

 ∑
= ω+α

α
π

n

i i

iiD
1

22
1

 

7. 0,,cos >βαβττα−De  

( )[ ] ( )[ ]2222

222

ω+β+αω−β+α

ω+β+α
⋅

π
αD

 

8. 







τβ

β
α

+βττα− sincosDe  
( )

( ) 22222

22

4
2

βα+β−α+ω
β+α

⋅
π
αD

  

9. 







τβ

β
α

−βττα− sincosDe  ( ) 22222

2

4
2

βα−β+α+ω
ω

⋅
π
αD

 

10. 

β≥α









τβ

β
α

+βττα− ,shchDe
 

( )
( )[ ]( )[ ]2222

222
ω+β+αω+β−α

β−α
⋅

π
αD

 

11. ( ) ( ) ( )xD 1,111 τ−τ−  –  еди-
ничная функция  

( ) 2

2
2sin

2 







ω
ω

⋅
π

D
 

12. ( )τα+τα− 1De  

( )222

42

ω+α

α
⋅

π
D

 

13. 








 τα
+τα+τα−

3
1

22
De  ( )422

4

3 ω+α

α
⋅

π
αD

 

14. 












τα
+ατ−τα+τα−

3
21

33
2De  ( )422

4316

ω+α

ωα
⋅

π
αD

 

15. 0,,sin2 >βα
τ
βτ

α  









β
ω

−⋅α 11  

16. ( )
τ
βτ

−βτα
sin1cos22 2  









ω<β
β≤ω<βα

β≤ω≤

2,0
,2,

,0,0
2  
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Окончание табл. 5 
 

( )τξK  ( )ω∗
ξS  

17. ( )3ατ−De  
2

2

2









α
ω

−

πα
eD

 

18. ( ) ( )[ ]2sgn2 τα−τδτα−De  
22

2

ω+α
ω

⋅
π
αD

 

19. 
ατ
ατsinD  







α>ω

α≤ω
α
,0

,,
2
D

 

20. 
22τα−De  2

2

4
2

α

ω
−

πα
eD

 

21. 221 τα+
D

 αω−

α
eD

2
 

22. 
( )









α
>τ

α
≤ττα+

1,0

,1,1D
 ( )2

2sin2
αω

αω
⋅

απ
D

 

 
 

Для вычисления ( )ω∗
ξS  по ( )τξK  необходимо помнить свойст-

ва нескольких специальных функций математического анализа и 
их соотношения друг с другом (табл. 6). 

 
Т а б л и ц а  6 

 

Функция Свойства функции 

1. ( )τ1  – единичная 
функция. 

( )








<τ
=τ
>τ

=τ
0,0

,0,2
1

,0,1
1  

( ) ( ) ( )∫ ∫
τ

∞−

τ

∞−

τ=ττδ=τ sign
2
11 dd ,  

( ) 112sign −τ⋅=τ , ( ) 1
2

sign1 +
τ

=τ , 

( )( )112 −τ⋅⋅τ=τ  
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Окончание табл. 6 
 

Функция Свойства функции 

2. ( )τδ  – дельта-функция 

( )




≠τ
=τ∞

=τδ
0,0
,0,
 

( ) ( )τ
τ

=τδ 1
d
d

, ( ) ( ) 0=τδτϕ , если ( )τϕ  – не-

чётная функция, непрерывная при 0=τ , 

( ) ( ) ( )∫
ε+

ε−

ψ=ττδτψ
0

0
0d , если ( )τψ  –  непрерывна 

при 0=τ ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
ε+

ε−

ψ=ττδτψ=ττδτ
0

0

0

0
0

2
1dd    

3. ( )








<τ−
=τ
>τ

=τ
0,1
,0,0
,0,1

sign  

ττ=τ sign , ττ=τ sign ,  

τ=
τ
τ

sign
d
d

,  

( )τδ=
τ
τ

=
τ

τ
2sign

2

2

d
d

d
d

 

 
Наконец, приведём моделирующие алгоритмы для некоторых 

типов стационарных случайных процессов с известными и часто 
употребляемыми ковариационными функциями ( )τξK  – табл. 7. 

Т а б л и ц а  7 
 

( )τξK  Моделирующий алгоритм и его параметры 

1. τα−De  110 −ξ+=ξ nnn bxa ,  

( )γ−−= 2
0 1 eDa , γ−= eb1 , ( )1,0, Nxt n ∈∆α=γ  

2. βττα− cosDe  2211110 −−− ξ+ξ++=ξ nnnnn bbxaxa , 

,,24 0
1

2
0

2
110 α

α
=





 α−α±α=α= DaDDa

 

( ) ,cos1

,,cos2

0
2

0

2
201

γ−=α

−=γ=
γ−γ−

γ−γ−

ee

ebeb
 

( )1,0,,,1 0
4

1 Nxtte n ∈∆β=γ∆α=γ−=α γ−  



 142 

Окончание  табл.  7 
 

( )τξK  Моделирующий алгоритм и его параметры 

3. 

(





τβ

β
α

+

+βττα−

sin

cosDe
 

2211110 −−− ξ+ξ++=ξ nnnnn bbxaxa ,

,,24 0
1

2
0

2
110 α

α
=





 α−α±α=α= DaDDa

( ) ( ) ,sin1cos1

,,cos2

0
2

0
2

0

2
201

γ+
β
α

+γ−=α

−=γ=

−γ−γ−γ−

γ−γ−

reeee

ebeb
 

00
24

1 cossin41 γγ
β
α

−−=α γ−γ− ee , 

( )1,0,, 0 Nxtt n ∈∆β=γ∆α=γ  

4. 

(





τβ

β
α

−

−βττα−

sin

cosDe
 

2211110 −−− ξ+ξ++=ξ nnnnn bbxaxa , 

2110 ,,, bbaа , как в п.3, 

( ) ( ) 0
2

0
2

0 sin1cos1 γ+
β
α

−γ−=α γ−γ−γ−γ− eeee  

00
24

1 cossin41 γγ
β
α

+−=α γ−γ− ee , 

( )1,0,, 0 Nxtt n ∈∆β=γ∆α=γ  

5. ( )τα+τα− 1De  2211110 −−− ξ+ξ++=ξ nnnnn bbxaxa , 

10 ,aа , как в п.3, γ−γ− −== 2
21 ,2 ebeb , 

( ) ( ),112
0 α+−α+=α γ−γ− ee  

,41 42
1

γ−γ− −α−=α ee   ( )1,0, Nxt n ∈∆α=γ  

6. 
ατ
ατsinD  ∑

=
−=ξ

p

k
knkn xc

0
,   π≤∆α=γ

γ
⋅

πα
= t

k
kDck ,sin

 

7. 
22τα−De  ∑

=
−=ξ

p

k
knkn xc

0
,   

2
1,

2 222
4

≤∆α=γ⋅
π

γ
= γ− te

D
c k

k  

8. 221 τα+
D

 ∑
=

−=ξ
p

k
knkn xc

0
, 

2
1,

41
12 22 ≤∆α=γ
γ+

⋅
π
γ

= t
k

Dck  

9. 
( )





α>τ
α≤ττα−

1,0
,1,1D
 ∑

−

=
−=ξ

1

0
0

N

k
knn xc ,  ,,11,0 tN

N
Dc ∆α=γ+




α

==  

[  ] – целая часть числа 
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Лабораторная работа №  3.  Моделирование гауссовских  
случайных процессов с известными корреляционными  

характеристиками методом скользящего среднего  
в пакете Mathcad  

 
Пусть задана ковариационная функция случайного процесса 

( )tξ  ( ) ( )




>τα
<τατα−

=τξ 1,0
,1,12D

K  и его математическое ожидание 

( )[ ] 0=ξ tM . 
Построим на интервале [ ]10,10−=T  с шагом 1=∆t  двадцать 

один отсчёт случайного процесса ( )tξ  методом скользящего сред-
него. Смоделируем также десять реализаций этого случайного 
процесса по формуле (4.4) на интервале T . Определим необходи-
мые константы: 1,0,5 =α=D . В соответствии с теорией  
(см. п. 4.4.2) необходимо прежде всего по значениям ковариаци-
онной функции ( )τξK  в моменты tntn ∆=  найти вектор коэффи-
циентов линейного фильтра по формулам (4.6). В нашем случае 

10min −=T  и моменты nt  образуют следующую последователь-
ность: -10, -9,…,0,…,9, 10. График ковариационной функции при-
ведён на рис. 4.4, её значения в моменты nt  составляют аналогич-
ную по длине последовательность 0, 1, 2,…,10,…,2, 1, 0. Для 
функционирования  линейного  формирующего  фильтра   находим  

 

Рис. 4.4. График ковариационной функции 
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коэффициенты kccc ,...,, 21  из решения нелинейной системы ал-
гебраических уравнений вида (4.6). В данном конкретном случае 
эта система будет иметь вид 

( )

( )

( )

( )
( ).2

,16

.............................................

,4

,2

,

max101

min

2

1
8

min

2

1
2

min

1

1
1

min
1

2

tTKcc

tTKcc

tTKcc

tTKcc

TKc

i
ii

N

i
ii

N

i
ii

N

i
i

∆−=⋅

∆⋅+=⋅

∆⋅+=⋅

∆⋅+=⋅

=

ξ

ξ
=

+

ξ

−

=
+

ξ

−

=
+

ξ
=

∑

∑

∑

∑

  

Решать эту систему уравнений в пакете Mathcad следует спе-
циальным вычислительным блоком (системой функций) типа 
Given-Find или Given-Minerr, причём последний блок использует 
метод наименьших квадратов и минимизирует невязки уравнений 
системы. Перед обращением к вычислительному блоку следует 
присвоить начальное значение определяемому вектору c . 

Для функционирования самого формирующего фильтра по 
формуле (4.4) необходимо получить массив значений белого шу-
ма, который моделируется встроенной программой rnorm. Для ор-
ганизации сдвига последовательности ( )nx  при вычислении оче-
редного отсчёта ( )nξ  объём смоделированного массива белого 
шума должен быть равен: 1++ nN , где N  – число коэффициен-
тов kc , n  – число отсчётов случайного процесса ( )tξ . 

Таким образом, программа в пакете Mathcad может выглядеть 
следующим образом: 
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Задание. По номеру фамилии студента в журнале преподава-

теля выбрать из табл. 8 вариант с ковариационной функцией 
( )τξK . Необходимые числовые параметры функции ( )τξK  также 

заданы в этой таблице. Все предложенные ковариационные функ-
ции чётные, интервал определения ( )TtT ∈τ,,  нужно выбирать 
таким образом, чтобы на левом и правом конце выбранного интер-
вала ( ) 0→τξK . Для этого следует после массивов 〉〈ξ 1,, xxKt  по-
строить плоский график функции ( )τξK , определив её как функ-
цию параметра τ  (см. рис. 4.4). Число точек массивов t  и ξK  
лучше оставить прежним, т.е. не менять значение 21=n . Чтобы 
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совместить новую длину области определения T  и число исполь-
зуемых точек n , необходимо соответствующим образом изменить 
длину шага по времени dt , сохранив при этом симметричность 
расположения точек Tti ∈  относительно точки 0=t . 

Т а б л и ц а  8 
 

№ вари-
анта 

( )τξK  
Численные значения 
параметров функции  

( )τξK  

1 
0,

22
>ατα−De  

7.0,3 =α=D  

2 
0,

3
1

22
>α









 τα
+τα+τα−De   

2.0,4 =α=D  

3 
0,,sincos >βα








τβ

β
α

−βττα−De  5.0
,1.0,7

=β
=α=D

 

4 

0,

,

2

2
sin

2
cos

1221

21

21

21

>ω>ωω<ω<ω

τ
ω−ω







 τ

ω−ω

⋅





 τ

ω+ωD
 

50
,25,5

2

1

=ω
=ω=D

 

5 ( ) 0,,1 >βατα+β τα−eD   
4.0

,6.0,2
=β

=α=D
 

6 0,

1
>ατα−

α+
eD

 
8.0,7 =α=D  

7 

( )
( ) 0,,1

2

11

2

3

22

222

>λα



τλ+

λ
λ−α

+


 +

λ
−

αλ−α

π

τλ−

τλ−τα−

e

ee

 

85.0,1.0 =λ=α  

8 
0,

1 22 >α
τα+

D  
1.0,5 =α=D  

9 0,,cos >βαβττα−De  
35.0

,25.0,5
=β

=α=D
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Окончание  табл.8 
 

№ вариан-
та 

( )τξK  
Численные значения 
параметров функции  

( )τξK  

10 
0,,sin2 >βα

τ
βτ

α  
15.0,5.0 =β=α  

11 
( ) 0,,sin1cos22 2 >βα

τ
βτ

−βτα  45.0,75.0 =β=α  

12 
0,sin

>α
ατ
ατD  95.0,5.1 =α=D  

13 
0,,shch >βα








τβ

β
α

+βττα−De  [ ]5,5,75.0
,25.0,5.2

−∈τ=β
=α=D

 

14 0, >αα τα−e  45.0=α  
15 

( )








>α
α

>τ

α
≤ττα+

0,1,0

,1,1D
 

375.0,10 =α=D  

 
Для некоторых вариантов стандартное начальное приближе-

ние вектора с  перед вычислительным блоком Given…Minerr мо-
жет оказаться неудовлетворительным. В этом случае после работы 
блока Given…Minerr выводимые значения компонент вектора с  не 
изменяются и остаются равными: 10,1,5,0 == iсi . Тогда, может 
быть даже несколько раз, следует задать другое начальное при-
ближение, добившись реального переопределения компонент iс . 

 
Лабораторная работа №  3.  Моделирование гауссовских  
случайных процессов с известными корреляционными  

характеристиками методом скользящего среднего  
в пакете Matlab 

 
К сожалению, так как язык программирования Matlab не явля-

ется элементарным и система содержит множество подстраивае-
мых модулей и подпрограмм, программирование в ней довольно 
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сложно. В данном случае для формирования системы (4.6) необхо-
димо предварительно создать М-файл с текстом функции, исполь-
зуемой в подпрограмме, находящей корни системы нелинейных 
алгебраических уравнений вида (4.6). 

В данной работе будут использованы следующие под- 
программы системы Matlab: abs(x) – вычисляет абсолютное зна-
чение переменной х; plot(x,y) – строит график одномерной  
функции y=f(x); normrnd(0,1) – моделирует очередное случай- 
ное число со стандартным нормальным распределением; 
optimset(‘параметр1’,’параметр2’,…) – задаёт параметры некото-
рых подпрограмм системы и аппаратных устройств; fsolve(…) – 
решает систему нелинейных уравнений. 

Рассмотрим более подробно синтаксис последней используе-
мой в лабораторной работе № 3 подпрограммы Matlab’а fsolve: 

);0,(fsolve xfunx =   
[ ] );0,(fsolve, xfunexiflagx =  
[ ] ),0,(fsolve, optionsxfunexiflagx = . 

В ней численно находятся корни нелинейной системы уравне-
ний ( ) 0=xf , где 0x  – вектор начальных значений, fun  – функ-
ция, формирующая систему ( ) 0=xf , x  – вектор, содержащий 
корни исходной системы (выходной параметр), exiflag  – параметр 
(или вектор параметров), описывающий выходные условия,  
а именно: если exiflag  >0, то функция сходится к решению по x , 
если exiflag  =0 – максимальное число оценки функции или ите-
раций было превышено, если же exiflag  <0 – функция к отыски-
ваемому решению не сходится. 

Параметр ,options  определяемый в подпрограмме  
optimset,  задаёт уровень отображения на экране, число итераций, 
информацию о вычислениях на каждой итерации и другие  
параметры. 

Итак, приступим к написанию вычислительной программ- 
мы для данной лабораторной работы. Для создания М-файла ис-
пользуется встроенный редактор, вызываемый командами  
Файл | Создать | М-файл. В рабочем поле этого редактора вводим 
следующий текст: 
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function fun=RNSAY(x) 

% Составление системы нелинейных алгебраических уравнений  

% для вычисления её корней 

n=19; 

D=5; 

alfa=0.1; 

dt=1; 

for i=1:n 

    t(i)=i*dt-11; 

    Kksi(i)=2*D*(1-alfa*abs(t(i))); 

end 

fun=[x(1)^2+x(2)^2+x(3)^2+x(4)^2+x(5)^2+x(6)^2+x(7)^2+x(8)^2… 

+x(9)^2+x(10)^2-Kksi(1);… 

x(1)*x(2)+x(2)*x(3)+x(3)*x(4)+x(4)*x(5)+x(5)*x(6)+x(6)*x(7)+… 

x(7)*x(8)+x(8)*x(9)+x(9)*x(10)-Kksi(3);... 

x(1)*x(3)+x(2)*x(4)+x(3)*x(5)+x(4)*x(6)+x(5)*x(7)+x(6)*x(8)+… 

x(7)*x(9)+x(8)*x(10)-Kksi(5);... 

x(1)*x(4)+x(2)*x(5)+x(3)*x(6)+x(4)*x(7)+x(5)*x(8)+x(6)*x(9)+… 

x(7)*x(10)-Kksi(7);... 

x(1)*x(5)+x(2)*x(6)+x(3)*x(7)+x(4)*x(8)+x(5)*x(9)+x(6)*x(10)… 

-Kksi(9);... 

x(1)*x(6)+x(2)*x(7)+x(3)*x(8)+x(4)*x(9)+x(5)*x(10)-Kksi(11);... 

x(1)*x(7)+x(2)*x(8)+x(3)*x(9)+x(4)*x(10)-Kksi(13);... 

x(1)*x(8)+x(2)*x(9)+x(3)*x(10)-Kksi(15);... 

x(1)*x(9)+x(2)*x(10)-Kksi(17);... 

x(1)*x(10)-Kksi(19)]; 
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М-файл необходимо сохранить командами Файл | Сохранить 
как | Имя вспомогательного каталога функций в Matlab | Имя.m.  
В нашем случае это команды Файл | Сохранить как | bin | 
RNSAY.m. 

Как видно из текста функции RNSAY, она описывает систему 
(4.6). Эту функцию, сохранённую в виде М-файла, затем можно 
вызвать из другого М-файла или командной строки головной про-
граммы. 

Далее вводим текст головной программы: 
 

>> N=10; 

>> n=21; 

>> m=N+n+1; 

>> D=5; 

>> alfa=0.1; 

>> dt=1; 

>> for i=1:n 

t(i)=i*dt-11; 

Kksi(i)=2*D*(1-alfa*abs(t(i))); 

end 

>> for i=1:n 

for j=1:m 

xx(j,i)=normrnd(0,1); 

end 

end 

>> x0=[0.5;0.5;0.5;0.5;0.5;0.5;0.5;0.5;0.5;0.5]; 

>> options=optimset('Display','iter'); 

>> plot(t,Kksi) 
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Как видно, график ковариационной функции полностью сов-

падает с графиком на рис. 4.4. 
 

>> [x,exiflag]=fsolve(@RNSAY,x0,options) 

                                                  Norm of      First-order   Trust-region 

 Iteration  Func-count     f(x)          step         optimality       radius 

     1               11            239.063                          16.9               1 

     2               22            176.416        1                  4.78             1 

     3               23            176.416       2.5                4.78           2.5 

     4               24            176.416      0.625             4.78           0.625 

……………………………………………………………………… 

    65             545           173.018  3.46945e-006  6.87e-005  3.47e-006 

    66             546           173.018  3.46945e-006  6.87e-005  3.47e-006 

    67             557           173.018  8.67362e-007  3.76e-005  8.67e-007 

Optimizer appears to be converging to a point which is not a root. 



 155 

Relative function value changing by less than 

max(options.TolFun^2,eps) but 

sum-of-squares of function values is greater than or equal to 

sqrt(options.TolFun) 

Try again with a new starting guess. 

x = 

    1.0829 
    0.8075 
    0.7236 
    0.7221 
    0.7632 
    0.7632 
    0.7221 
    0.7236 
    0.8075 
    1.0829 
exiflag = 
    6.9046 
    3.6474 
    0.9402 
   -1.5774 
   -4.0693 
   -6.6572 
   -5.2675 
   -3.7808 
   -2.2511 
   -0.8274 

Прокомментируем данные полученной таблицы (изображены 
только еë начало и конец). В ней приводятся число итераций,  
число вычислений функции ( ) 0=xf , значения самой функции, 
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норма шага и т.п. Видно, что решение недостижимо с данными 
начальными условиями. Это значит, что нужно поменять началь-
ное приближение, т.е. вектор 0x . Можно, например,  
задать [ ]1.0;1.0;1.0;1.0;1.0;1.0;1.0;1.0;1.0;1.00 =x  или приближе- 
ние, близкое к решению в пакете Mathcad, т.е. 

[ ]3.1;3.0;7.0;6.0;6.0;6.0;5.0;9.0;2.0;5.10 −=x . Обратим внимание на 
компоненты вектора exiflag . Очевидно, что первые три компо-
ненты вектора x  определены уверенно, а все остальные нет. Это 
обстоятельство можно использовать при поиске приемлемого на-
чального приближения. Таким образом, окончательное решение 
сильно зависит от выбора начального приближения, и решение 
этой задачи мы полностью оставляем на усмотрение читателя. 

Текст операторов, завершающих головную программу: 

>> for j=1:m 
x1(j)=xx(j,1); 
x2(j)=xx(j,2); 
x3(j)=xx(j,3); 
x4(j)=xx(j,4); 
x5(j)=xx(j,5); 
x6(j)=xx(j,6); 
x7(j)=xx(j,7); 
x8(j)=xx(j,8); 
x9(j)=xx(j,9); 
x10(j)=xx(j,10); 
end 
>> for i=1:n 
for j=1:N 
KSI1(i)=x(j)*x1(N+i-j); 
KSI2(i)=x(j)*x2(N+i-j); 
KSI3(i)=x(j)*x3(N+i-j); 
KSI4(i)=x(j)*x4(N+i-j); 
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KSI5(i)=x(j)*x5(N+i-j); 
KSI6(i)=x(j)*x6(N+i-j); 
KSI7(i)=x(j)*x7(N+i-j); 
KSI8(i)=x(j)*x8(N+i-j); 
KSI9(i)=x(j)*x9(N+i-j); 
KSI10(i)=x(j)*x10(N+i-j); 
end 
end 
>> syms s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 
>> s1='y'; 
>> s2='m'; 
>> s3='c'; 
>> s4='r'; 
>> s5='g'; 
>> s6='b'; 
>> s7='k'; 
>> s8='-.k'; 
>> s9=':r'; 
>> s10=':g'; 
>> plot(t,KSI1,s1),hold on 
>> plot(t,KSI2,s2),hold on 
>> plot(t,KSI3,s3),hold on 
>> plot(t,KSI4,s4),hold on 
>> plot(t,KSI5,s5),hold on 
>> plot(t,KSI6,s6),hold on 
>> plot(t,KSI7,s7),hold on 
>> plot(t,KSI8,s8),hold on 
>> plot(t,KSI9,s9),hold on 
>> plot(t,KSI10,s10) 
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Задание. Выбрать номер варианта из табл. 8 по способу, ука-

занному на с. 148. Далее следовать указаниям к лабораторной ра-
боте № 3 на с. 148–150. 

 
Лабораторная работа № 4. Моделирование стационарных  
гауссовских случайных процессов методом канонических 

 разложений в пакете Mathcad  
 

Рассмотрим случайный процесс с ковариационной функцией 
( ) βτ=τ τα−

ξ coseDK x  и математическим ожиданием ( )[ ] 0=ξ tM . 
Составим программу моделирования этого стационарного 

процесса по формулам п. 4.4.5. Сначала определим функцию 
( )ωξS , представив βτcos  в комплексной форме: 

( ) ( )βτ−τα−βτ+τα−
ξ

βτ−βτ
+⋅=τ

+
=βτ ii

ii
eeDxKee

2
,

2
cos . 

Тогда ( ) ( ) ( )∫∫
∞

ωτ−
ξ

∞

∞−

ωτ−
ξξ ττ

π
=ττ

π
=ω

0

1
2
1 deKdeKS ii  в силу чётности 

подынтегральной функции. Далее 
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( ) ( )
( ) ( ) =








τ+τ

π
=

=τ+
π

=ω

∫∫

∫

∞
τω+β−ατ−

∞
τω−β+ατ−

∞
ωτ−βτ−τα−βτ+τα−

ξ

00

0

Re
2

Re
2

dedeDx

deeeDxS

ii

iii

 

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) =




τω+β−α−

ω+β−α−
+





+τω−β+α−

ω−β+α−π
=

∫

∫

∞
τω+β−ατ−

∞
τω−β+ατ−

0

0

1     

1Re
2

ide
i

ide
i

Dx

i

i

( )

( )
( )

( ) =














ω+β−α−
+

ω−β+α−π
=

∞τω+β−ατ−∞τω−β+ατ−

00

Re
2 i

e
i

eDx ii
 

( ) ( )
( )
( )





+

ω−β+α

ω−β+α
π

=







ω+β+α

+
ω−β−απ

= 22Re
2

11Re
2

iDx
ii

Dx  

( )
( ) ( )

( )
( )




+

ω−β+α

ω−β
+

ω−β+α

α
π

=




ω+β+α

ω+β−α
+ 222222 Re

2
iDxi   

( )
( )
( )

=




ω+β+α

ω+β
+

ω+β+α

α
+ 2222

i  

( ) ( )
( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ] .
2

2

2222

222

2222

2323

ω+β+αω−β+α

ω+β+α
⋅

π
α⋅

=

=
ω+β+αω−β+α

ω−βα+α+ω+βα+α
⋅

π
=

Dx

Dx

 

По известной функции ( )ωξS  могут быть вычислены значения 
дисперсий kD  по формулам (4.26). Однако вначале нужно выбрать 
значение ПT . Так как ковариационная функция процесса (4.23) 

равна: ( ) ∑
∞

=
ξ ωτ=τ

0
cos

k
k kDK , то она не должна значимо отличаться 

от исходной ковариационной функции ( ) βτ=τ τα−
ξ coseDK x .  
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Зададим численные значения, определяющие вид ( )τξK . Пусть 
1.1,5 =α=Dx , 5,1=β . Обратим теперь внимание на график кова-

риационной функции (рис. 4.5). Видно, что при ( )τ>τ ξK  10  
стремится к нулю. Выберем поэтому  интервал  

[ ] [ ]10,10, −=− ПП TT .   Так как  справедлива формула 
5

2 π
=

π
=ω

ПT
, 

то частоты в формулах (4.26) также определены. 
 
 

 
 

Рис. 4.5. График ковариационной функции 
 
 
 

Оценим теперь число членов в формуле (4.23), т.е. величину 

константы M . По рис. 4.5 примем 10=ωВ , тогда =
π

ω
= П

В TM
2

 

175010
2
10

≈
π

=⋅
π

=  (следует выбрать нечетное число из-за симмет-

ричности функций ( )τξK  и ( )ωξS ). Таким образом, для моделиро-
вания стационарного гауссовского случайного процесса ( )tξ  по 
формуле (4.28) необходимо иметь два массива нормальных случай-
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ных величин ku  и kv  с параметрами ( )kkk DNvu ,0, ∈ , где значения 

дисперсий определяются по формулам 
( )

( )







ω
π

=

π
=

ξ

ξ

,
10

,0
200

kSD

SD

k

 а ( )0ξS  и, 

следовательно, 0D  будут соответствовать индексу 9=k , значения 

kD  –  индексам 1710,81 ÷=÷= kk  (рис. 4.6). 
 

Рис. 4.6. График функции спектральной плотности мощности 
 

Параметр t  в формуле (4.28) берётся из интервала [ ]ПП TT ,− . 
Разобьем этот отрезок на интервалы длиной 1=∆t . Получится 21 
точка по оси времени, т.е.  10,9,...,1,0,1,...,9,10: −−−t , так же как и в 
лабораторной работе № 3. Теперь все параметры и константы мо-
делирования определены, сама же программа в пакете Mathcad 
может выглядеть следующим образом: 
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Проведём теперь моделирование того же процесса по формуле 
(4.29). Оно не имеет никаких преимуществ по сравнению с только 
что проведённым моделированием по формуле (4.28): для запуска 
обеих формул необходимы массивы двух случайных величин: ku  
и ( )kk DNv ,0∈  в первом случае (формула (4.28)), kA , распреде-
лённую по закону Рэлея, и ( )ππ−∈ϕ ,Rk  во втором случае (фор-
мула (4.29)). Заметим ещё раз, что моделирование по формуле 
(4.29) возможно лишь при условии нормальности случайного про-
цесса ( )tξ . 

Непрерывное распределение Рэлея однопараметрическое и 
имеет следующую функцию плотности вероятности: 

( ) 0,2

2

2
2 >=

−
xe

a
xxf a

x

, где a  – параметр масштаба и мода распре-

деления. Функция распределения ( ) 2

2

21 a
x

exF
−

−= . Выведем фор-
мулу моделирования распределения Рэлея методом обратной 
функции [23]: 

( ) ( ) ( ),1,0,1,,1,0,1 111
22 2

2

2

2

ReRexF a
x

a
x

∈γγ−=γγ=∈γγ=−=
−−

 

1
22

12

2
ln2,ln

2
γ−=γ=− ax

a
x ,  

1ln2 γ−= ax . (4.31) 

В нашем случае параметр kDa 22 = , т.е. kDa 2=  (см. фор-
мулу (4.29)). Таким образом, параметр kA  будет определяться 
формулой (4.31), а параметры kϕ  и 1γ  можно смоделировать 
стандартными программами Mathcada – runif или rnd. 

Продолжение программы Mathcada : 
 

 
В массиве A  – случайные величины kA , распределённые  

по Рэлею, в массиве φ  – равномерно распределённые случайные 
величины ( )ππ−∈ϕ ,Rk . 
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Наконец оценим величину методической погрешности, допу-

щенной при моделировании о формулам (4.28)-(4.30). Это можно 
сделать, например, из условия 

( ) ε<∑
∞

+=ξ 1

2

0
1

Mk
kD

K
. Заменим ∑

∞

+= 1

2

Mk
kD  на 

∑
+=

100

1

22
Mk

kD , при 0>t  в силу чётности функ-

ции спектральной плотности мощности и 
выберем [ ]20,0∈t . Тогда 
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Задание. Выбрать вариант задания из табл. 9 таким же обра-
зом, как в лабораторной работе № 3, считая математическое ожи-
дание всех процессов равным нулю. В табл. 9 задана не только ко-
вариационная функция, но и соответствующая ей функция спек-
тральной плотности, поэтому подготовительную работу, связан-
ную с вычислением ( )ωξS , следует опустить. 

Прежде всего нужно построить графики обеих функций ( )τξK  
и ( )ωξS  и по этим графикам определить пределы изменения τ  и 
ω , при которых ( ) 0→τξK , ( ) 0→ωξS , тем самым выбрав величи-
ны ВПT ω,  и M . Все приведённые в табл. 9 функции ( )τξK  и 

( )ωξS  чётные, поэтому следует выбрать интервал времени, сим-
метричный относительно точки 0=t , оставив при этом 21 отсчёт 
для каждой реализации моделируемого случайного процесса. 

 
Т а б л и ц а  9 

 

№ 
вари-
анта 

( )τξK  ( )ωξS  
Параметры  

функций 
( )τξK  и ( )ωξS  

1 0, >ατα−De  
22 ω+α

α
⋅

π
D

 
325.0
,7

=α
=D

 

2 (

0,

,sin

cos

>βα





τβ

β
α

+

+βττα−De

 ( )
( ) 22222

22

4
2

βα+β−α+ω
β+α

×

×
π
αD

 
55.0

,75.0
,5.1

=β
=α
=D

 

3 (

β≥α>βα





τβ

β
α

−

−βττα−

,0,

,sin

cosDe

 
( ) 22222

2

4
2

βα−β+α+ω
ω

×

×
π
αD

 

10
,10

,385.0
,625.0

,8

=ω
=

=β
=α
=

В

ПT

D
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Продолжение табл. 9 
 

№ 
вари-
анта 

( )τξK  ( )ωξS  Параметры  
функций 
( )τξK и ( )ωξS  

4 (

0,

,sh

ch

>βα





τβ

β
α

+

+βττα−De

 ( )
( )[ ] ( )[ ]2222

222
ω+β+αω+β−α

β−α
×

×
π
αD

 

25.0
,65.0

,3

=
=
=

β
α
D

 

5 ( ) ( ),111 ττ −−D
 

( )x1  – единич-
ная функция 

( ) 2

2
2sin

2 







ω
ω

⋅
π

D
 

5=D  

6 ( )
0

,1
>α

τα+τα−De  
( )222

22

ω+α

α
⋅

π
D  

5.0
,2

=α
=D

 

7 (

0,
3

1
22

>α



τα
+

+τα+τα−De

 

( )422

4

3 ω+α

α
⋅

π
αD  

65.0
,9

=α
=D  

8 (

0

,
3

2

1
33

2

>α






τα
+ατ+

+τα+τα−De

 

( )422

4316

ω+α

ωα
⋅

π
αD  

725.0
,4

=α
=D  

9 ( ) 0,
3

>αατ−De  
2

2

2









α
ω

−

πα
eD  285.0

,5.2
=α
=D  

10 
0,sin

>α
ατ
ατD  







α>ω

α≤ω
α
,0

,,
2
D

 995.0
,9

=α
=D  

11 
0,

22
>ατα−De

 
2

2

4
2

α

ω
−

πα
eD  725.0

,5.2
=α
=D  
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Окончание табл. 9 
 

№ 
вари-
анта 

( )τξK  ( )ωξS  Параметры  
функций 

( )τξK и 

( )ωξS  
12 

0,
1 22 >α

τα+
D  α

ω
−

α
eD

2
 275.0

,9
=α
=D  

13 ( )








>α
α

>τ

α
≤ττα+

0,1,0

,1,1D

 

( )2
2sin2
αω

αω
⋅

απ
D  375.0

,75.3
=α
=D  

14 

0
,

,

2

2
sin

2
cos

12

21

12

12

21

>ω>ω

ω<ω<ω

τ
ω−ω







 τ

ω−ω

×

×





 τ

ω+ωD

 










>ω>ω

ω<ω<ω
ω−ω

случаях остальных  в ,0
,0

,,

12

21
12

D

 
75

,25
,10

2

1

=ω
=ω
=D

 

15 τα−

α+
eD

1
 ( )( )1

12
222 +ωα+ω

⋅
π
αD  

385.0
,75.4

=α
=D  

 
 

Лабораторная работа № 4. Моделирование стационарных  
гауссовских случайных процессов методом канонических 

 разложений в пакете Matlab  
 

Так как в этой лабораторной работе функция спектральной 
плотности мощности ( )ωξS  может быть выбрана по ковариацион-
ной функции ( )tKξ  из табл. 9, то вычислять её не требуется. 

Опишем последовательность действий для моделирования 
реализаций случайного процесса ( )tξ  только по формуле (4.28), 
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оставив программирование по формулам (4.29) и (4.30) на усмот-
рение читателя. По смыслу лабораторной работы необходимо 
иметь определение функций ( )tKξ  и ( )ωξS  как функций одного 
переменного. В головной программе пакета Matlab это можно сде-
лать лишь для дискретных значений аргумента, определив аргу-
мент и саму функцию как вектор. Поэтому, как и в предыдущей 
лабораторной работе, создадим и сохраним два М-файла, опреде-
ляющих функции ( )tKξ  и ( )ωξS . Ниже приводится текст этих 
функций. 

 
function f1=Kksi(t,D,alfa,beta) 

f1=D*exp(-alfa*abs(t))*cos(beta*t); 

function f2=Sksi(om,D,alfa,beta) 

a2=alfa^2; 

b2=beta^2; 

o2=om^2; 

f2=D/pi*alfa*(a2+b2+o2)/((a2+(beta-

om)^2)*(a2+(beta+om)^2)); 

Операторы головной программы в пакете Matlab имеют сле-
дующий вид: 
» Dx=5.5; 

» alfa=1.1; 

» beta=1.5; 

» n=21; 

» omega=pi/5; 

» for i=1:n 

t(i)=i-11; 

end 

» for i=1:101 

arg(i)=i-51; 
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K1(i)=Kksi(arg(i),Dx,alfa,beta); 

S1(i)=Sksi(arg(i),Dx,alfa,beta); 

end 

» plot(arg,K1,'r'),hold on 

» plot(arg,S1,'g') 

 
» d0=pi*Sksi(0,Dx,alfa,beta)/20; 

d0 = 

    0.0874 

» M=17; 

» for i=1:8 

dk(i)=pi/10*Sksi(omega*(i-9),Dx,alfa,beta); 

end 

» for i=10:17 

dk(i)=pi/10*Sksi(omega*(i-9),Dx,alfa,beta); 
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end 

» dk(9)=d0; 

» for i=1:17 

a=sqrt(dk(i)); 

for j=1:17 

u(i,j)=a*normrnd(0,1); 

v(i,j)=a*normrnd(0,1); 

end 

end 

» for j=1:10 

for i=1:21 

for k=1:M 

KSI(i,j)=u(k,j)*cos(k*omega*t(i))+v(k,j)*sin(k*omega*t(i)); 

end 

end 

end 

» for i=1:21 

KSI1(i)=KSI(i,1); 

KSI2(i)=KSI(i,2); 

KSI3(i)=KSI(i,3); 

KSI4(i)=KSI(i,4); 

KSI5(i)=KSI(i,5); 

KSI6(i)=KSI(i,6); 

KSI7(i)=KSI(i,7); 

KSI8(i)=KSI(i,8); 

KSI9(i)=KSI(i,9); 
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KSI10(i)=KSI(i,10); 

end 

» syms s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 

» s1='y'; 

» s2='m'; 

» s3='c'; 

» s4='r'; 

» s5='g'; 

» s6='b'; 

» s7='k'; 

» s8='-.k'; 

» s9=':r'; 

» s10=':g'; 

» plot(t,KSI1,s1),hold on 

» plot(t,KSI2,s2),hold on 

» plot(t,KSI3,s3),hold on 

» plot(t,KSI4,s4),hold on 

» plot(t,KSI5,s5),hold on 

» plot(t,KSI6,s6),hold on 

» plot(t,KSI7,s7),hold on 

» plot(t,KSI8,s8),hold on 

» plot(t,KSI9,s9),hold on 

» plot(t,KSI10,s10) 

 

Задание. Инструкцию по выбору и выполнению задания см. 
на с. 169–171. 
 



 176 

 
Лабораторная работа № 5. Моделирование дискретных  

однородных марковских цепей в пакете Mathcad 
 

Согласно теории, изложенной в п. 4.3.6, моделирование дис-
кретных однородных марковских цепей осуществляется сравни-
тельно легко и сводится, по сути, к моделированию дискретной 
случайной величины по её ряду распределения. Для осуществле-
ния самого процесса моделирования необходимо задать целый 
комплекс начальных условий. 

Во-первых, следует сразу определить верхнюю строку табл. 4 
(см. п. 4.4.6), т.е. значения всех возможных состояний марковской 
цепи, расположив их в таблице по возрастанию соответствующих 
им вероятностей. При моделировании значений дискретной мар-
ковской цепи по вычисленным по формуле (2.45) вероятностям 

( )kp j  можно применить метод обратной функции [23] для дис-
кретных случайных величин. Основные идеи этого метода заклю-
чаются в следующем. 

Пусть имеется дискретная случайная величина ( )ωξ , прини-
мающая значения ......21 ≤≤≤≤ kxxx  с вероятностями 

-10 -5 0 5 10
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4
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,...,...,, 21 kppp . Её ряд распределения, очевидно, будет иметь вид , 
приведенный в табл. 10. 

Т а б л и ц а  10 
 

( )ωξ  1x   2x  … 
kx  … 

p  1p  2p  … kp  … 
 

При этом интегральная функция распределения случайной ве-
личины ( )ωξ  равна:  

( ) { }
( )








<=

=<≤=≤ξ=

ξ

=
+ξ ∑

.,0

,...,2,1,,

1
1

1

xxxF

nxxxpxPxF
n

i
nni  

Если γ  – равномерно распределённая на (0,1) случайная вели-
чина, то случайная величина ( )ωξ  получается с помощью преобра-

зования ( )γ=ξ −
ξ

1F , где 1−
ξF  – функция, обратная функции распре-

деления ( )xFξ  случайной величины ( )ωξ . В таком случае самый 
простой алгоритм моделирования случайной величины ( )ωξ  по 
заданному в табл. 10 ряду распределения может быть таким:  

если 1p<γ , то 1x=ξ , иначе, 
если 21 pp +<γ , то 2x=ξ , иначе, 
……………………………………… (4.32) 

если ∑
=

<γ
k

i
ip

1
, то kx=ξ , иначе, 

……………………………………. 
 

Выберем, как в двух предыдущих лабораторных работах, чис-
ло различных реализаций случайного процесса 10=n , а число ша-
гов 21=k . В этом случае вектор возможных состояний марков-
ской цепи может быть, например, таким ( ) :ωξ  -7, -5.5, -3.25, -2, -
1.1, 1, 2.5, 3.7, 5, 6.4. При этом выбранные значения могут распо-
лагаться в любом порядке, т.е. могут быть выстроены произвольно 
по возрастанию вероятностей, например так: 2.5, -7, 5, 1, -3.25, 6.4, 
-2, -5.5, -1.1, 3.7. Этим расположением фактически задаётся одно-
мерная функция распределения случайной величины ( )ωξ . 
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Во-вторых, для однородной марковской цепи нужно задать 
матрицу переходных вероятностей const, =ijij pp . Это квадрат-

ная матрица nnP × , где n  – число возможных состояний марков-
ской цепи. Матрица P  имеет в соответствии с выбранными кон-
стантами размерность 10×10. Зададим переходные вероятности 
постоянными, т.е. марковская цепь будет однородной. Тогда, на-
пример,  

 

 
В-третьих, зададим вектор начального распределения вероят-

ностей: ( ) ( ) ( )0,...,0,0 1021 ppp . Пусть начальные вероятности рас-
пределены по усечённому геометрическому распределению 

( ) ( ) ( )∑
=

−===
9

1
110,9,...,1,0,

i

x ippxpqxp . Тогда ( ) 3.001 =p , 

( ) 21.002 =p , ( ) 15.003 =p , ( ) 10.004 =p ,  ( ) 07.005 =p , ( ) 05.006 =p , 
( ) 04.007 =p , ( ) 02.008 =p , ( ) 02.009 =p , ( ) 04.0010 =p . Теперь есть 

все данные для программы в пакете Mathcad. 
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Теперь займёмся моделированием реализаций по отсчётам за-
данной марковской цепи. Первый столбец матрицы pp  содержит 
начальное распределение вероятностей, второй – вероятности со-
стояний первого шага, т.е. первого отсчёта, третий – вероятности 
состояний второго отсчёта и т.д. Следует вероятности, содержащие-
ся в i -м столбце матрицы pp , упорядочить по возрастанию и со-
поставить с вектором ξ , содержащим по условию все возможные 
состояния марковской цепи на данном шаге (в данный момент). Два 
этих вектора образуют ряд распределения случайной величины 
( )ωξ  на данном шаге (в данный момент). По полученному ряду рас-

пределения нужно смоделировать значения состояний заданной 
марковской цепи на данном шаге (в данный момент или на данный 
отсчёт). Это можно сделать следующими подпрограммами на 
встроенном языке программирования пакета Mathcad: 
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Прокомментируем назначение подпрограмм на встроенном 
языке программирования пакета Mathcad. Подпрограмма 
uporjad(x) упорядочивает массив x  (в данном случае это массив 
вероятностей) по возрастанию. Следующая подпрограмма – rjadra-
spred – моделирует значения случайной величины ( )ωξ  по её  
заданному ряду распределения по формулам (4.32). Параметр  
p  – это вектор вероятностей, параметр x  – соответствующий ему  

вектор возможных значений случайной величины ( )ωξ . Подпро-
грамма tcshepmarkova моделирует значения марковской цепи  
по шагам (времени) для различных реализаций. В результате её 
работы в столбцах массива xx  будут содержаться все возможные 
значения цепи Маркова для данного отсчёта для всех вычисляе-
мых реализаций, т.е. все значения случайной величины ( )t,ωξ  для  
конкретного t .  
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Подпрограмма table имеет вспомогательное значение. К сожа-
лению, во многих случаях при неудачном задании матрицы пере-
ходных вероятностей P  вероятности большинства возможных 
состояний ( )kp j  стремятся к нулю на шагах больших значений. 
Таким образом, начиная с некоторого шага (обычно 75 ÷≈k ), все 
возможные состояния марковской цепи совпадают с наиболее ве-
роятным значением. Это означает, что на графике реализации мар-
ковской цепи, начиная с некоторого шага k , сливаются в одну ли-
нию. Чтобы избежать этого, подпрограмма table вносит изменения 
в значения переменных столбцов матрицы z  в размере раз ma ⋅ε⋅ , 
где a  – исходное значение переменной, ε  – процент возможных 
изменений, m  - число совпадений данного значения переменной в 
предыдущих столбцах матрицы z . Это делается лишь для того, 
чтобы на графике реализаций моделируемой марковской цепи зна-
чения реализаций для больших значений шагов k  не сливались в 
одну линию (при неудачном задании матрицы переходных вероят-
ностей P ).  
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Задание. Выбрав из приведённого задания номер варианта по 

номеру своей фамилии в журнале преподавателя, обратите внима-
ние на следующее. В каждом варианте в пункте а) задаются вектор 
возможных состояний марковской цепи 0ξ  и отрезок [ ]baX ,=  – 
область определения всех компонент вектора возможных состоя-
ний. В эталонной программе метода (см. лаб. раб. №5) использует-
ся подпрограмма rjadraspred, моделирующая значения случайной 
величины ( )ωξ  по её заданному ряду распределения. 
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Однако эквивалентные значения можно смоделировать по за-
данной области определения методом кусочной аппроксимации (см. 
лаб. раб. №7) с помощью подпрограммы kusapp. Какой из этих двух 
методов выбрать для моделирования значений случайной величины 
( )ωξ , определяет для каждого студента преподаватель, проводящий 

лабораторные занятия. 
В пункте б) задана матрица переходных вероятностей однород-

ной марковской цепи 1010×P , в пункте в) – вектор начального рас-
пределения вероятностей 110×pp  или условия, по которым он может 
быть вычислен. 

Вариант 1 

а) [ ]5,10−=X ,   







































−
−

−
−

−

−

=ξ

04.1
13.5

55.1
64.2
49.9
51.3

795.0
07.8

99.4
215.0

0
; 

 

б) 

в) Начальное распределение вероятностей подчиняется биноми-
альному закону ( ) ( ) mnmm

n ppCmXP −−== 1  с параметрами 9,8.0 == np . 
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Вариант 2 
 

а) [ ]6,6−=X , 







































−

−
−

−

−

=ξ

35.4
50.2

67.1
25.0
15.3
91.1

12.3
87.0

34.5
02.4

0
; 

 
б) 
 
 

 
 
в) Начальное распределение вероятностей подчиняется нор-

мальному закону с параметрами 5.2,5.0 =σ−= xxm . Вероятности 
состояний компонент вектора 0ξ  можно вычислить с помощью 
встроенной подпрограммы пакета Mathcad: dnorm. Затем непре-
менно следует проверить выполнение условия нормировки масси-
ва pp . 
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Вариант 3 
 

а) [ ]10,10−=X , 







































−
−

−

−
−

=ξ

95.9
87.3
50.2

50.8
06.0

02.4
97.2
15.0
37.9
18.6

0
;  

 
б)  

 
 

в) Начальное распределение вероятностей подчиняется  
распределению Стьюдента с двумя степенями свободы. Вероят-
ности состояний компонент вектора 0ξ  можно вычислить с  
помощью встроенной подпрограммы пакета Mathcad: dt. Затем  
непременно следует проверить выполнение условия нормировки 
массива pp . 
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Вариант 4 
 

а) [ ]7,0=X ,  







































=ξ

95.4
75.2
69.0
07.1
05.2
33.3
32.1
07.0
15.2
99.6

0
;  

 
б)  

 

 
 

в) Начальное распределение вероятностей подчиняется рас-
пределению хи-квадрат с двумя степенями свободы. Вероятности 
состояний компонент вектора 0ξ  можно вычислить с помощью 
встроенной подпрограммы пакета Mathcad: dchisq. Затем непре-
менно следует проверить выполнение условия нормировки масси-
ва pp . 
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Вариант 5 
 

а) [ ]5,4−=X ,  







































−
−

−

−
−

=ξ

81.3
71.0

79.2
09.1

15.1
35.3
12.3
52.2
0.0
99.4

0
; 

 
 
б)  
 

 

 
 
 

в) Начальное распределение вероятностей подчиняется равно-
мерному распределению, т.е.  1.0::...:: 1,101,21,1 ==== pppppp . 
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Вариант 6 
 

а) [ ]5,0=X ,  







































=ξ

89.4
50.4
31.4
96.3
48.3
95.2
11.2
39.1
75.0
07.0

0
; 

 
б)  

 
 

 
в) Начальное распределение вероятностей подчиняется рас-

пределению Фишера с тремя и четырьмя степенями свободы. Ве-
роятности состояний компонент вектора 0ξ  можно вычислить с 
помощью встроенной подпрограммы пакета Mathcad: dF. Затем 
непременно следует проверить выполнение условия нормировки 
массива pp . 
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Вариант 7 
 

а) [ ]15,20−=X ,   







































−

−
−
−

−

=ξ

86.14
0.5

13.6
25.0
08.9

45.10
11.2
29.15

75.3
5.19

0
; 

 
б)  

 

 
 

в) Начальное распределение вероятностей подчиняется нор-
мальному закону с параметрами 45.2,4 =σ−= xxm . Вероятности 
состояний компонент вектора 0ξ  можно вычислить с помощью 
встроенной подпрограммы пакета Mathcad: dnorm. Затем непре-
менно следует проверить выполнение условия нормировки масси-
ва pp . 
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Вариант 8 
 

а) [ ]20,30−=X ,   







































−
−

−
−

−

=ξ

50.19
91.0
14.3

02.6
22.14
64.19
12.7

75.2
50.0

0.29

0
; 

 
б) 

  

 
 

в) Начальное распределение вероятностей подчиняется  
распределению Стьюдента с тремя степенями свободы. Вероят-
ности состояний компонент вектора 0ξ  можно вычислить с  
помощью встроенной подпрограммы пакета Mathcad: dt. Затем  
непременно следует проверить выполнение условия нормировки 
массива pp . 
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Вариант 9 
 
 

а) [ ]50,50−=X ,   







































−
−

−

−

−

=ξ

10.49
70.30
47.22

34.11
83.1

16.2
05.10

16.19
30.31
50.48

0
; 

 
 
б) 

  

 
 
 

в) 2.0:1,1 =pp , 0:1,2 =pp , 2.0:1,3 =pp , 0:1,4 =pp , 2.0:1,5 =pp , 
0:1,6 =pp , 2.0:1,7 =pp , 0:1,8 =pp , 2.0:1,9 =pp , 0:1,10 =pp . 
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Вариант 10 
 

а) [ ]5,3−=X ,   







































−

−

−
−
−

=ξ

99.2
01.4
11.3
87.1
18.0

63.0
85.0
95.1
08.2

90.4

0
; 

 
 
б) 

  

 
 
 

в) 5.0:1,1 =pp , 5.0:1,2 =pp , 0:1,3 =pp , 0:1,4 =pp , 0:1,5 =pp , 
0:1,6 =pp , 0:1,7 =pp , 0:1,8 =pp , 0:1,9 =pp , 0:1,10 =pp . 
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Вариант 11 
 

а) [ ]0,10−=X ,   







































−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

=ξ

42.8
34.6
08.4
11.2
08.0
07.1
35.3
21.5
12.7
89.9

0
; 

 
 
б) 

  

 
 
в) 0.1:1,1 =pp , 0:1,2 =pp , 0:1,3 =pp , 0:1,4 =pp , 0:1,5 =pp , 

0:1,6 =pp , 0:1,7 =pp , 0:1,8 =pp , 0:1,9 =pp , 0:1,10 =pp . 
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Вариант 12 
 

а) [ ]15,0=X ,    







































=ξ

57.1
21.4
02.8
06.11
85.14
51.13
78.9
45.6
96.2
09.0

0
; 

 
 
б) 

  

 
 

в) 33.0:1,1 =pp , 0:1,2 =pp , 0:1,3 =pp , 0:1,4 =pp , 33.0:1,5 =pp , 
0:1,6 =pp , 0:1,7 =pp , 0:1,8 =pp , 0:1,9 =pp , 34.0:1,10 =pp . 
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Вариант 13 
 

а) [ ]10,100−=X ,    







































−
−
−
−
−
−
−
−

=ξ

5.8
1.0

0.12
0.25
5.34
0.45
0.61
0.75
0.87
0.99

0
; 

 
б) 

  

 
 

в) Начальное распределение вероятностей подчиняется нор-
мальному закону с параметрами 15,45 =σ−= xxm . Вероятности 
состояний компонент вектора 0ξ  можно вычислить с помощью 
встроенной подпрограммы пакета Mathcad: dnorm. Затем непре-
менно следует проверить выполнение условия нормировки масси-
ва pp . 
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Вариант 14 
 

а) [ ]10,10−=X ,    







































−

−

−

−

−

=ξ

99.9
15.8

02.7
85.5

46.2
12.3

48.5
97.6

03.8
85.9

0
; 

 
 
б) 

 

 
 
в) 25.0:1,1 =pp , 0:1,2 =pp , 0:1,3 =pp , 0:1,4 =pp , 0:1,5 =pp , 

0:1,6 =pp , 0:1,7 =pp , 0:1,8 =pp , 35.0:1,9 =pp , 4.0:1,10 =pp . 
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Вариант 15 
 

а) [ ]5,5−=X ,    







































−
−

−
−

−

=ξ

91.4
01.4
07.3

03.2
53.0
69.0
95.1

87.2
99.3
82.4

0
; 

 
 
 
б) 

  

 
 
в) 5.0:1,1 =pp , 0:1,2 =pp , 0:1,3 =pp , 0:1,4 =pp , 25.0:1,5 =pp , 

0:1,6 =pp , 0:1,7 =pp , 0:1,8 =pp , 0:1,9 =pp , 25.0:1,10 =pp . 
 
 



 201 

Лабораторная работа № 6.  Моделирование случайных  
процессов методом отбора в пакете  Mathcad  

 
Как уже отмечалось в подразд. 4.3, метод отбора отличается 

простотой программирования. Фактически в этом методе на  
заданные моменты времени nttt ,...,, 21  моделируются значения  

n -мерного случайного вектора 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )Ti

k
ni

k
i

kk
ttt ξξξ=ξ ,...,, 21  с 

заданной (или выбранной) n -мерной функцией плотности вероят-
ности ( )nn txtxtxf ,,...,,,, 2211 . 

Алгоритм метода требует вычисления значения n -мерной 
функции плотности в проверяемой случайной n -мерной точке из 
области определения. Кроме того, необходимо знать численное 
значение максимума функции плотности. Все эти задачи успешно 
и довольно просто решаются в рамках пакета Mathcad. 

Прежде всего определим значения констант, задающих объём 
необходимых вычислений. Пусть n  – размерность функции плот-
ности вероятности, а следовательно, и функции распределения 
случайного процесса ( )tξ ; l  – число различных реализаций слу-
чайного процесса; m  – максимальное число обращений к датчи-
кам базовых случайных чисел (датчикам стандартного равномер-
ного распределения). 

Функцию плотности вероятности следует задать в явном виде 
( )nn txtxtxf ,,...,,,, 2211 , области определения всех её аргументов –  

в виде конечных отрезков [ ] nibax iii ,1,, =∈ , так как в методе от-
бора используются усечённые распределения. Наконец, следует 
найти максимум функции плотности. Это можно сделать встроен-
ной функцией Maximize. Данная функция использует градиентный 
метод для поиска локального экстремума заданной функции не-
скольких переменных. Её можно использовать как автономно, так 
и в пределах вычислительного блока Given…Maximize, что пред-
почтительнее. 

Всем аргументам заданной функции ( )nxxxf ,...,, 21  следует 
присвоить некоторые начальные значения, помня при этом  
общий недостаток всех градиентных методов: если начальное  
приближение выбрано плохо, локальный экстремум может быть  
не найден. 
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Сам алгоритм моделирования хорошо виден из текста про-
граммы metodotbora. Константа k  – это число отсчётов в различ-
ных реализациях случайного процесса ( )tξ . Её значение выбрано 
равным 21, как в предыдущих трёх лабораторных работах. Само 
значение случайного процесса ( )tξ  для данного момента времени 

it  (отсчёта) находится как евклидова норма n -мерного случайного 

вектора 
( )k
ξ . 

С учётом всех этих замечаний текст программы лабораторной 
работы может быть таким: 
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Задание. Выберите вариант задания из табл. 11 по номеру 

Вашей фамилии в журнале преподавателя. Если размер- 
ность функции плотности равна двум, то необходимо в тексте  
программы построить график поверхности ( )yxfz ,= , вычислив 
для этого необходимую матрицу значений массива nnf × . Число 
точек графика (размерность массива) следует выбирать в пределах 
n ~ 3020 ÷ . 

 
 
 



 206 

Т а б л и ц а  11 
 

№ 
ва-
ри-
анта 

Функция  плотности  вероятности 

Пределы изменения 
аргументов функции 
плотности (по столб-

цам матрицы) или 
условия для нахожде-

ния этих пределов 
1 

( ) ( )yxyxf += sin
2
1,  








ππ 22
00  

2 ( ) ( )zyxzyxf 7.05.12exp1.2,, ++⋅=  








333
000  

3 ( ) ( ) 0,0,22ln8,
22 22 ≥≥= −− yxxyyxf yx  









55
00  

4 

( )








>+

≤+




 +−

π=
222

22222
3

,0

,,3
,

Ryx

RyxyxR
Ryxf  

3=R  

5 
( )

( )322 1

2,
++π

=
yx

yxf  







 −−
33
33

 

6 ( ) yxyxf coscos, ⋅=  








ππ 22
00  

7 
( ) [

( ) ( ) ]}22

2

2
3

5524

2
8
1exp

16

3,,

+++−+



 +−

π

=

zzyy

xzyxf
 








 −−−
555
555  

8 
( ) ( )( )22 2516

1,
yx

yxf
++

=  








55
00  

9 
( ) ( )[
( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ]}2

2

2

2
2

1404110810

106331410

1058216211028

1010321026

1028
794
1exp

3974
1,,,

−+−+−

−+⋅+−+

++−+−−−

−+⋅−+−−


 −−⋅−

π
=

ttz

zty

zyytx

zxyx

xtzyxf

 








 −−−
1101020

920100
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Продолжение табл. 11 
 

№ 
ва-
ри-
анта 

Функция  плотности  вероятности 

Пределы изменения 
аргументов функции 
плотности (по столб-

цам матрицы) или 
условия для нахож-
дения этих пределов 

10 ( ) ( )
0,0

,22ln, 2

≥≥
⋅= −−

yx
yxf yx

 







1010
00

  

11 

( )
( )











>+
≤+

+−
π

=

222

222

222
3

,0
,

,
2

3

,

Ryx
Ryx

yxR
R

yxf  

5=R  

12 ( ) ( ) 0,0,33ln, 2 ≥≥⋅= −− yxyxf yx  








1010
00

 

13 

( ) ( )

( )( ) ( )










+
+

+−
+












+

−
−

π
=

169
12

182
1226

196
26

3
2exp

3182
1,

2

2

yyx

xyxf
 









−
−

731
1721

 

14 
( )

(
)]yzxz

xyzyx

zyxf

3836
44263639

230
1exp

2302
1,,
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Для некоторых вариантов условие ( ) ( )





ξ≤ξ +

kk
n f1  выполняется 

очень редко, т.е. часто бракуется формируемый случайный вектор 
( )k
ξ . При этом число L  (число отсчётов случайного процесса ( )tξ ) 
может быть много меньше 21, в самом неблагоприятном случае L  
равно единице или нулю. В такой ситуации случайный отсчёт ( )itξ  
не может быть вычислен, и подпрограмма metodotbora не работает. 
Нужно увеличить константу m  – максимальное число обращений 
к датчикам базовых случайных чисел. В эталонной программе 

1000:=m , следует задавать значения ,...5000,3000,2000:=m  Это 
заметно увеличивает время работы головной программы, но иного 
выхода нет, так как данный эффект является основным недостат-
ком метода отбора. 

Кроме того, в тексте подпрограммы metodotbora для каж-
дого варианта необходимо привести в соответствие размерность 
функции f  в двух операторах внутри подпрограммы. 

 
Лабораторная работа № 6.  Моделирование случайных  

процессов методом отбора в пакете Matlab  
 

В пакете Mathcad головная программа очень короткая, по-
скольку основные формулы метода отбора содержатся в подпро-
грамме metodotbora. Для нахождения максимума функции плотно-
сти использовался вычислительный блок Given – Maximize. B па-
кете Matlab аналога этих операторных скобок не существует. Ав-
торы использовали несколько подпрограмм оптимизации, напри-
мер fmins, minimax, fminssearch. Все они дают неудовлетворитель-
ное решение и не находят нужный локальный максимум целевой 
функции при заданных ограничениях из-за “игольчатого” характе-
ра поверхности ( )nxxxf ,...,, 21  в n -мерном пространстве. 

Поэтому было принято наиболее простое и очевидное реше-
ние. Вся область изменения аргументов накрывается сеткой с ма-
лым шагом, в узлах которой вычисляются значения исходной 
функции плотности ( )nxxxf ,...,, 21 , а затем из всех этих значений 
выбирается максимальное. 

Для данной лабораторной работы нужно создать четыре  
М-файла в виде функций. Первая из них – dens(x) – вычисляет зна-



 209 

чение исходной многомерной функции плотности ( )nxxxf ,...,, 21 , 
вторая – setkamax(A,B,h,n) – находит максимум первой функции на 
сетке в области изменения её аргументов с заданным шагом h.  
Третья функция – metodotbora(n,L,m,A,B,fmax) реализует основные 
вычислительные формулы метода и полностью соответствует ана-
логичной подпрограмме в пакете Mathcad. Четвёртая функция – 
petchgraf(kk1,z1) строит графики полученных реализаций случайно-
го процесса. Смысл входных параметров этих функций ясен из кон-
текста задачи. 

Приведём сначала текст этих четырёх М-файлов. 
 

function f1=dens(x) 
a=log(3); 
f1=a^5*exp(-a*(x(1)+x(2)+x(3)+x(4)+x(5))); 
function f2=setkamax(A,B,h,n) 
% А и В - матрицы с предельными значениями аргу-
мента 
% h -шаг сетки, n - размерность исходной функции 
for i=1:n 
   a=B(i)-A(i); 
   nn(i)=a/h; 
end 
for i1=1:nn(1) 
   for i2=1:nn(2) 
      for i3=1:nn(3) 
         for i4=1:nn(4) 
            for i5=1:nn(5) 
               x0(1)=A(1)+(i1-1)*h; 
               x0(2)=A(2)+(i2-1)*h; 
               x0(3)=A(3)+(i3-1)*h; 
               x0(4)=A(4)+(i4-1)*h; 
               x0(5)=A(5)+(i5-1)*h; 
               xx(i1,i2,i3,i4,i5)=dens(x0); 
            end 
         end 
      end 
   end 
end 
% вычислены значения функции в узлах сетки 
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fmax=1e-9; 
for i1=1:nn(1) 
   for i2=1:nn(2) 
      for i3=1:nn(3) 
         for i4=1:nn(4) 
            for i5=1:nn(5) 
               if fmax<=xx(i1,i2,i3,i4,i5) 
                  fmax=xx(i1,i2,i3,i4,i5); 
               end 
            end 
         end 
      end 
   end 
end 
% найден максимальный элемент  массиве xx 
f2=fmax; 

 
При выполнении конкретных вариантов лабораторной работы 

(см. табл. 11) функцию setkamax следует необходимым образом 
изменить, так как она вычисляет максимум функции на пятимер-
ной сетке, а все заданные варианты имеют меньшую размерность 
функции плотности. Следует заметить, что в системе Mathcad не-
посредственно доступны лишь одно- и двумерные матрицы, в то 
время как в системе Matlab их размерность может доходить до 
восьми, что, безусловно, значительно удобнее с практической точ-
ки зрения. 

 
function [kk,Z]=metodotbora(n,L,m,A,B,fmax) 
% M-файл, реализующий формулы метода отбора 
for i=1:n 
   a(i)=abs(B(i)+A(i)); 
end 
KSI=zeros(n,21); 
ZZ=zeros(21,10); 
ab=zeros(L); 
for nm=1:L 
   for i=1:m 
      x1(i)=fmax*rand; 
      for j=1:n 
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         x(j,i)=a(j)*rand-A(j); 
      end 
   end 
   k=0; 
   for i=1:m 
      for k1=1:n 
         xh(k1)=x(k1,i); 
      end 
      z(i)=abs(dens(xh)); 
      if x1(i)<=z(i) 
         k=k+1; 
         ab(nm)=k; 
         for j=1:n 
            KSI(j,k)=x(j,i); 
         end 
      end 
      if k>21 
         break 
      end 
   end 
   for i=1:k 
      b=0; 
      for j=1:n 
         b=b+abs(KSI(j,i))^2; 
      end 
      ZZ(i,nm)=sqrt(b); 
   end 
end 
kk=ab; 
Z=ZZ; 
function f3=petchgraf(kk1,z1) 
syms s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 
s1='y'; 
s2='m'; 
s3='c'; 
s4='r'; 
s5='g'; 
s6='b'; 
s7='k'; 
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s8='-.k'; 
s9=':r'; 
s10=':g'; 
for i=1:21 
   t(i)=i; 
end 
for i=1:21 
   KSI1(i)=z1(i,1); 
   KSI2(i)=z1(i,2); 
   KSI3(i)=z1(i,3); 
   KSI4(i)=z1(i,4); 
   KSI5(i)=z1(i,5); 
   KSI6(i)=z1(i,6); 
   KSI7(i)=z1(i,7); 
   KSI8(i)=z1(i,8); 
   KSI9(i)=z1(i,9); 
   KSI10(i)=z1(i,10); 
end 
plot(t,KSI1,s1),hold on 
plot(t,KSI2,s2),hold on 
plot(t,KSI3,s3),hold on 
plot(t,KSI4,s4),hold on 
plot(t,KSI5,s5),hold on 
plot(t,KSI6,s6),hold on 
plot(t,KSI7,s7),hold on 
plot(t,KSI8,s8),hold on 
plot(t,KSI9,s9),hold on 
plot(t,KSI10,s10); 
f3=kk1; 

 
Все четыре приведённые функции необходимо набрать во 

строенном редакторе пакета Matlab и сохранить перед выполнени-
ем основной программы, так же как в двух предыдущих лабора-
торных работах. 

Кроме этих подпрограмм, используются следующие, до сих пор 
не встречавшиеся встроенные функции системы: log(x) – вычисле-
ние натурального логарифма и rand – вычисление одного случайно-
го числа, распределённого по стандартному равномерному закону. 
Это число изменяется при каждом последующем вызове. 
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Головная программа метода состоит их следующих команд: 
 

» n=5; 
» L=10; 
» m=50000; 
» A=[0 0 0 0 0]; 
» B=[5 5 5 5 5]; 
» h=1; 
» fmax=setkamax(A,B,h,n) 
fmax = 
    1.6004 
>> [c,z]=metodotbora(n,L,m,A,B,fmax); 
>> c 
 
c = 
    12     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
    14     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
     8     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
     8     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
    12    0     0     0     0     0     0     0     0     0 
    11    0     0     0     0     0     0     0     0     0 
     6     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
    11    0     0     0     0     0     0     0     0     0 
     8     0     0     0     0     0     0     0     0     0 
    11    0     0     0     0     0     0     0     0     0 
>> z 
 
z = 
  Columns 1 through 8  
    3.7403  1.9921  2.5033  2.8953  1.1520  1.2426  3.0403  1.5880 
    3.1907  2.5552  1.1113  3.7971  2.0731  3.3460  2.0905  0.9264 
    4.6175  2.3658  3.3179  1.5787  3.7221  2.9668  2.5664  2.7097 
    1.5534  4.2110  2.3006  3.2875  1.9764  3.2033  2.3093  1.6486 
    3.0056  3.7790  1.3309  3.2560  1.3680  4.4599  1.8065  1.0396 
    2.9497  2.8581  2.7678  2.1386  3.8213  2.4523  3.4177  2.9229 
    3.1883  0.8258  1.5198  4.0424  1.9236  2.2176       0      3.5933 
    1.6966  2.3908  0.9973  2.6395  4.5490  2.7241       0      1.5819 
    1.7276  3.2394       0       0          2.2251  1.7190       0      2.8247 
    3.2080  1.9336       0       0          3.8984  2.2712       0      4.0259 
    1.5693  2.6247       0       0          3.8784  3.0137       0      3.5254 
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    2.5559  3.6852       0       0          0.9640       0           0           0 
         0      2.3128       0       0               0           0           0           0 
         0      3.3259       0       0               0           0           0           0 
         0          0            0       0               0           0           0           0 
         0          0            0       0               0           0           0           0 
         0          0            0       0               0           0           0           0 
         0          0            0       0               0           0           0           0 
         0          0            0       0               0           0           0           0 
         0          0            0       0               0           0           0           0 
         0          0            0       0               0           0           0           0 
 
  Columns 9 through 10  
    3.9819    0.8771 
    4.5907    2.3829 
    3.0015    1.4848 
    4.6403    2.8180 
    2.3016    2.5590 
    2.2363    2.0465 
    1.9311    1.6604 
    3.9038    4.1150 
         0        0.5997 
         0        2.3191 
         0        2.0875 
         0         0 
         0         0 
         0         0 
         0         0 
         0         0 
         0         0 
         0         0 
         0         0 
         0         0 
         0         0 
>> c1=petchgraf(c,z) 
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Прокомментируем полученный результат. В векторе с  

 находится число отсчётов в каждой из десяти моделируемых  
реализаций случайного процесса. Видно, что это число всегда 
меньше 21. Это значит, что метод отбора, реализованный в пакете 

Matlab, часто бракует формируемый случайный вектор 
( )k
ξ , т.е.  

не выполняется условие ( ) ( )





ξ≤ξ +

kk
n f1 . По нашему мнению,  

это связано с неудовлетворительной работой встроенной под-
программы rand – моделирования стандартных равномерно  
распределённых чисел. Аналогичная подпрограмма в пакете  
Mathcad работает более эффективно. Для преодоления этого  
эффекта следует ещё более увеличить константу m до величин 
70000-100000, что соответственно увеличит время работы голов-
ной программы. 

 
Задание. Следовать указаниям на с. 205–208. 
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Лабораторная работа № 7 (факультатив). Моделирование  
случайных процессов методом условных распределений  

в пакете Mathcad 
 

Моделирование случайных процессов методом условных рас-
пределений весьма сложно, громоздко и трудоёмко. Метод требует 
реализации n  датчиков случайных чисел с несовпадающими 
функциями плотности nfff ,...,, 21 . Эти условные плотности в об-
щем случае зависят от параметров, причём вид функций nifi ,1, =  
может меняться в зависимости от набора их аргументов. Интегра-
лы вида (4.2) и (1.11) берутся в конечном виде исключительно 
редко, поэтому практически всегда их приходится вычислять чис-
ленно, а следовательно, приближённо. 

При больших размерностях функции плотности эти вычисле-
ния оказываются очень громоздкими и не пригодными для прак-
тического использования. Поэтому метод условных распределений 
в основном используется при моделировании марковских процес-
сов, что и было продемонстрировано в лабораторной работе № 5. 

В рамках математического пакета Mathcad реализация данного 
метода также порождает значительные трудности. В основном это 
связано с автоматизацией вычисления условных плотностей по 
формуле (1.11). Для сокращения объёма общей программы жела-
тельно иметь механизм изменения имен идентификаторов и под-
программ, например в циклах, что невозможно в рамках пакета 
Mathcad. Вследствие этого, хотя все вычисления по методу услов-
ных распределений формально могут быть выполнены, длина об-
щей программы получается очень большой. 

Метод кусочной аппроксимации. Этот метод является состав- 
ной частью данной лабораторной работы. При известных условных 
плотностях вида (1.11), а следовательно, известных вероятностях в 
ряду распределения случайной величины X , необходимо на ко-
нечном отрезке [ ]baX ,∈  построить реализации X , входящие в её 
ряд распределения. Идея этого метода заключается в следующем.  

Пусть требуется получить реализации случайной величины X  
с известной функцией плотности ( )xf , причём [ ]baX ,∈ . Множе-
ство значений [ ]ba,  случайной величины X  всегда можно опреде-
лить подбором, т.е. неограниченное множество заменить ограни-
ченным. Общий интервал [ ]ba,  разбивается на n  элементарных 



 217 

(малых) интервалов [ ] bxaxnkxx nkk ==−= −+ 101 ,,1,0,, . Распреде-
ление случайной величины X  в пределах каждого такого интер-
вала аппроксимируется каким-нибудь простым распределением, 
например равномерным (рис. 4.7). 

 
Рис. 4.7. Идея метода кусочной аппроксимации 

 
Пусть kp  – вероятность попадания случайной величины X  в 

интервал [ ]1, +kk xx . Доля того чтобы смоделировать реализацию 
X  с кусочно-равномерным распределением, необходимо: 

1) выбрать интервал [ ]1, +kk xx  в соответствии с вероятностью 

kp . Этот выбор означает моделирование дискретной случайной 
величины, принимающей значения bxxxxax nkk == −+ 1110 ,...,,,...,,  
с вероятностями 110 ,...,,...,, −nk pppp . Интервал ( )1,0  разбивается 
на 1−n  подынтервалов длиной kkk pxx =−+1  каждый. При полу-
чении очередной стандартной равномерно распределённой слу-
чайной величины ( )1,0R∈γ  определяется, к какому интервалу она 
принадлежит [ ]1, +∈γ kk xx ; 

2) сформировать ( )11 , +∈γ kk xxR . Тогда 1γ+= kxX .  
Составим в пакете Mathcad подпрограмму, реализующую метод 

кусочной аппроксимации, и проверим правильность её работы для 
нормального распределения. Поскольку случайная величина 

( )xx DmNX ,∈  распределена на ∞<<∞− X , урежем распределе-
ние и зададим [ ]3,3−∈X . Тогда программа проверки будет такова: 

    
              

f(x)

x
a bxk xk+1
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Таким образом, подпрограмма kusapp решает задачу нахожде-
ния реализаций дискретной случайной величины по заданным ве-
роятностям для усечённого распределения. 

 

Головная программа метода условных распределений  
и демонстрационные примеры. Рассмотрим  применение  формул 
подразд. 4.2 для случайного процесса с двумерной функцией 
плотности вероятности. Это значит, что указанным методом мож-
но смоделировать лишь два отсчёта для всех заданных реализаций. 
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Пусть ( ) ( ) 0,,33ln, 2 ≥⋅= −− yxyxf yx . Усечём области опреде-
ления переменных x  и y : [ ]5,0, ∈yx  и построим на плоскости 
XOY  сетку с шагом 1=∆=∆ yx . Для первого отсчёта по формуле 
(4.2) безусловная плотность вероятности будет иметь вид 

( ) ( )∫=
5

0
, dyyxfxf , численное значение которой необходимо вы-

числить во всех узлах сетки для переменной x . Таким образом 
будет получен вектор значений функции плотности первой компо-
ненты x . После нормирования этого вектора придём к вектору 
вероятностей в ряду распределения. По этим вероятностям необ-
ходимо смоделировать реализации первого отсчёта в узлах сетки 
по переменной x . Для решения подобной задачи применим выше-
приведенную подпрограмму kusapp. 

Для распределений с быстро убывающими значениями веро-
ятностей (например, для данного случая) следует принять меры, 
чтобы слишком часто не повторялись реализации с максимальной 
вероятностью. Это нужно сделать, чтобы отсчёты разных реализа-
ций для одного момента не сливались на графике в одну точку. 
Для этого служит подпрограмма table1.  Её роль та же,  что у под-
программы table в лабораторной работе № 5. 

Для второго отсчёта реализацию численных значений компо-
нент вектора функции плотности можно получить из значений 
функции ( )yxf ,  в узлах прямоугольной сетки по переменным 

yx, . Просуммируем значения матрицы ( )ji yxf ,  по столбцам. По-
лучим вектор значений функции плотности ( )хyf . Его норми-
ровка, как и в предыдущем случае, даст вектор условных вероят-
ностей компоненты y  в ряду распределения [11]. Значения реали-
заций случайного процесса для второго отсчёта получим опять 
после работы подпрограмм kusapp и table1. 

Для графической иллюстрации результатов работы построим 
график значений первого и второго отсчётов численных реализа-
ций данного случайного процесса. При выбранной двумерной 
функции плотности методом условных распределений значения 
следующих отсчётов построить нельзя. Таким образом, общая 
программа в пакете Mathcad для данного метода может выглядеть 
следующим образом: 
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Далее должен следовать текст вышеприведенной подпрограм-
мы kusapp . 
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При изучении результатов этого примера следует обратить 

внимание на следующие факты. 
Во-первых, как уже указывалось ранее, в пакете Mathcad при-

ходится явно выписывать все операторы, выполняющие однотип-
ные операции и различающиеся либо индексом, либо буквой в 
имени. 

Во-вторых, в данном примере исходная функция плотности 
симметрична относительно своих аргументов, кроме того, x  и y  
независимы. Это означает, что одномерные распределения компо-
нент x  и y  одинаковы, и подтверждается числовыми данными 
лабораторной работы.  

Представляет интерес рассмотреть пример, где функция плот-
ности вероятности несимметрично зависит от аргументов, а сами 
аргументы зависят друг от друга [11]. 
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По аналогии с изложенным могут быть просчитаны примеры с 
функциями плотностей более высоких порядков. Тем не менее,  
все недостатки и трудности метода условных распределений нику-
да не исчезают с изменением размерности задачи и требуют для 
эффективного решения программирования на языках высокого  
уровня. 



 233 

Задание. Из табл. 12 выбрать номер варианта, совпадающий с 
номером Вашей фамилии в журнале преподавателя, и методами, 
изложенными в лаб. работе №7, смоделировать два отсчёта для 
пяти реализаций случайного процесса с заданной двумерной 
функцией плотности вероятности. 

Т а б л и ц а  12 
 
№ вари-

анта 
Функция плотности вероятности и пределы изменения аргументов 

этой функции (пределы интегрирования) 
1 

( ) ( ) 20,20,
28
3, 2 ≤≤≤≤+= yxyxyyxf  

2 
( ) (

)]
82,37

,316120208

161225
2
1exp

32
1, 22

9

≤≤−≤≤−
+−+



 ++−−=

yx
yx

yxyxyxf
π

 

3 
( ) ( ) 55,55,52

2
1exp1, 22 ≤≤−≤≤−



 ++−= yxyxyxyxf

π
 

4 ( ) ( ) 50,50,24exp8, <<<<−−= yxyxyxf  
5 ( ) ( ) 30,30,exp4, 22 <<<<−−= yxyxxyyxf  
6 

( ) ( ) ( ) ππ ≤≤≤≤⋅= yxyxyxf 0,0,sinsin
4
1,  

7 
( ) ( ) 50,50,

1
1, 22222 ≤≤≤≤

+++
= yx

yxyx
yxf

π
 

8 ( ) ( ) 21,21,55ln8,
22 22 ≤≤≤≤⋅= −− yxxyyxf yx  

9 
( ) 31 ,31 ,5.1,

2
exp

2
1,

2

22

2
≤≤≤≤=









 +
−= yxa

a
yx

a
yxf

π
 

10 
( ) ( ) 33 ,33 ,964exp33, 22 ≤≤−≤≤−−−−= yxyxyxyxf

π
 

11 

( ) ( ) ( )( )[
( ) ]} 15 ,40,3

322.12
28.1
1exp

6.1
1,

2

2

−≤≤−≤≤++



 ++−−−−=

yxy

yxxyxf
π  
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Продолжение табл. 12 
 

№ вари-
анта 

Функция плотности вероятности и пределы изменения аргументов 
этой функции (пределы интегрирования) 

12 
( )

( )
11 ,11 ,

12

1,
2
3

22

≤≤−≤≤−

++

= yx

yx

yxf

π

 

13 ( ) ( )( )( )
( )

30 ,30
,0,0,3.0exp

3.03.013.01,

<<<<
>>−−−×

×−++=

yx
yxxyyx

yxyxf
 

14 
( ) ( ) 20 ,20 ,

28
3, 2 ≤≤≤≤+= yxxxyyxf  

15 
( ) 11 ,11 ,13, 22 ≤≤−≤≤−





 +−= yxyxyxf

π
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