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ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ 

ПЛАНИРОВАНИЯ МАШИННОГО 

ЭКСПЕРИМЕНТА С МОДЕЛЬЮ 



 Для получения адекватной математической модели необходимо 

обеспечить выполнение определенных условий проведения эксперимента. 

Модель называют адекватной, если в оговоренной области 

варьирования факторов X полученные с помощью модели значения 

функций отклика Y отличаются от истинных не более чем на заданную 

величину. 

 Методы построения экспериментальных факторных моделей 

рассматриваются в теории планирования эксперимента. 

 Цель планирования эксперимента – получение максимума 

информации о свойствах исследуемого объекта при минимуме опытов. 

Такой подход обусловлен высокой стоимостью экспериментов, как 

физических, так и вычислительных, и вместе с тем необходимостью 

построения адекватной модели. 



 Планирование осуществляют как активного, так и пассивного 

эксперимента. Планируемый активный эксперимент при прочих равных 

условиях точнее и информативнее, а иногда и дешевле пассивного. Это 

следует учитывать при выборе вида эксперимента. В вычислительном 

эксперименте, в отличие от физического, нет никаких ограничений на 

выбор управляемых факторов и характер их изменения. Поэтому 

вычислительные эксперименты обычно всегда реализуются как активные. 

В дальнейшем будут рассматриваться в основном вопросы, связанные с 

планированием активных экспериментов. 

 При планировании активных экспериментов используются 

следующие принципы: 

 - отказ от полного перебора всех возможных состояний объекта; 

 - постепенное усложнение структуры математической модели; 

 - сопоставление результатов эксперимента с величиной случайных 

помех; 

 - рандомизация опытов; 

 - оптимальное планирование эксперимента. 



 Детальное представление о свойствах поверхности отклика может 

быть получено лишь при условии использования густой дискретной сетки 

значений факторов, покрывающей все факторное пространство. В узлах 

этой многомерной сетки находятся точки плана, в которых проводятся 

опыты. В этом случае в принципе можно получить факторную модель, 

которая будет практически почти полностью соответствовать исходной 

теоретической модели. Однако в большинстве случаев при решении 

практических задач, для которых используется факторная модель, такого 

детального описания не требуется. Выбор структуры факторной модели 

основан на постулировании определенной степени гладкости поверхности 

отклика. Поэтому с целью уменьшения количества опытов принимают 

небольшое число точек плана, для которых осуществляется реализация 

эксперимента. 

 В отсутствие априорной информации о свойствах функции отклика 

нет смысла сразу строить сложную математическую модель объекта. Если 

проверка этой модели на адекватность не дает удовлетворительного 

результата, ее постепенно усложняют путем изменения структуры 

(например, повышая степень полинома, принятого в качестве факторной 

модели, или вводя в модель дополнительные факторы и т.п.).  



 При этом используются результаты опытов, выполненных при 

построении простой модели, и проводится некоторое количество 

дополнительных опытов. 

 При большом уровне случайной помехи получается большой 

разброс значений функции отклика Y в опытах, проведенных в одной и той 

же точке плана. В этом случае оказывается, что чем выше уровень помехи, 

тем с большей вероятностью простая модель окажется работоспособной. 

Чем меньше уровень помехи, тем точнее должна быть факторная модель. 

 Кроме случайной помехи при проведении эксперимента может 

иметь место систематическая помеха. Наличие этой помехи практически 

никак не обнаруживается и результат ее воздействия на функцию не 

поддается контролю. Однако если путем соответствующей организации 

проведения опытов искусственно создать случайную ситуацию, то 

систематическую помеху можно перевести в разряд случайных. Такой 

принцип организации эксперимента называют рандомизацией 

систематически действующих помех.  



 Наличие помех приводит к ошибкам эксперимента. Ошибки 

подразделяют на систематические и случайные, соответственно 

наименованиям вызывающих их факторов – помех. 

 В вычислительных активных экспериментах ошибки характерны 

только для определяемых значений функций отклика. Если исходить из 

целей построения факторных моделей на основе теоретических моделей, 

полагая, что теоретические модели дают точное описание физических 

свойств технического объекта, а регрессионная   модель   является   ее   

аппроксимацией,   то   значения функций отклика будут содержать только 

случайную ошибку, а этом случае необходимости в рандомизации опытов 

не возникает. 



 Рандомизацию опытов осуществляют только в физических 

экспериментах. Следует отметить, что в этих экспериментах 

систематическую ошибку может порождать наряду с отмеченными в 

предыдущем параграфе факторами также неточное задание значений 

управляемых факторов, обусловленное некачественной калибровкой 

приборов для их измерения (инструментальная ошибка), 

конструктивными или технологическими факторами. 

 К факторам в активном эксперименте предъявляются определенные 

требования.  

 Они должны быть: 

 1) управляемыми (установка заданных значений и поддержание 

постоянными в процессе опыта); 

 2) совместными (их взаимное влияние не должно нарушать процесс 

функционирования объекта); 



 3) независимыми (уровень любого фактора должен устанавливаться 

независимо от уровней остальных); 

 4) однозначными (одни факторы не должны быть функцией других); 

 5) непосредственно влияющими на выходные параметры. 

 В вычислительном эксперименте реализация трех первых требований 

не создает никаких затруднений, а в физическом эксперименте могут 

возникнуть сложности и даже невозможность их осуществления, что 

приведет к необходимости замены активного эксперимента пассивным. 

 Функции отклика должны быть: 

 - численно измеряемыми; 

 - иметь четкий физический смысл; 

 - однозначными (характеризовать только одно свойство объекта); 

 - информативными (полностью характеризовать определенное 

свойство объекта); 

 - статистически эффективными (измеряться с достаточной 

точностью с целью сокращения дублирования опытов). 



ПЛАН ЭКСПЕРИМЕНТА  



 При проведении активного эксперимента задается определенный 

план варьирования факторов, т.е. эксперимент заранее планируется. 

 План эксперимента – совокупность данных, определяющих 

число, условия и порядок реализации опытов. 

 Планирование эксперимента – выбор плана эксперимента, 

удовлетворяющего заданным требованиям. 

 Точка плана – упорядоченная совокупность численных значений 

факторов, соответствующая условиям проведения опыта, т.е. точка 

факторного пространства, в которой проводится эксперимент.  













 В дальнейшем будем предполагать, что в планах активных 

экспериментов факторы нормированы. 

 План эксперимента удобно представлять в матричной форме. 

План эксперимента задается либо матрицей плана, либо матрицей 

спектра плана в совокупности с матрицей дублирования. 

 Матрица плана представляет собой прямоугольную таблицу, 

содержащую информацию о количестве и условиях проведения опытов. 

Строки матрицы плана соответствуют опытам, а столбцы – факторам. 

Размерность матрицы плана L х п, где L – число опытов, п – число 

факторов. При проведении повторных (дублирующих) опытов в одних и тех 

же точках плана матрица плана содержит ряд совпадающих строк.  







 В вычислительных экспериментах опыты проводят в соответствии 

с матрицей спектра плана, так как предполагается отсутствие 

систематических ошибок и поэтому нет необходимости в рандомизации 

опытов.  



РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ  



  Регрессионный анализ проводится с целью получения по 

экспериментальным данным регрессионных моделей, представляющих  

собой  экспериментальные  факторные  модели.   Задачей 

регрессионного анализа является определение параметров 

экспериментальных факторных моделей объектов проектирования или 

исследования, т.е. определение коэффициентов уравнений моделей 

при выбранной их структуре. 

  Регрессионный анализ включает три основных этапа: 

 1) статистический анализ результатов эксперимента; 

 2) получение коэффициентов регрессионной модели; 

 3) оценку адекватности и работоспособности полученной 

экспериментальной факторной модели технической системы. 



 Поскольку параметры фактических моделей b определяют по 

результатам ограниченного количества опытов, то получаемые их 

значения являются оценками истинных коэффициентов регрессии β. 

 Под структурой экспериментальной факторной математической 

модели понимается вид математических соотношений между факторами 

X, Z и откликом Y . В качестве факторов принимают внутренние и внешние 

параметры технической системы, подлежащие оптимизации в процессе ее 

проектирования. Внутренние параметры системы – это параметры ее 

элементов, внешние – это параметры внешней среды, в условиях 

воздействий которой осуществляется функционирование системы. 

Функциями отклика Y являются выходные параметры технической 

системы, характеризующие ее эффективность и качество процессов 

функционирования. Выходные параметры системы принимаются в 

качестве критериев оптимальности. 









 Если уравнение регрессии имеет вид выражений (11.9), (11.10), его 

называют уравнением линейной регрессии (линейной регрессией или 

регрессией первого порядка), а если содержит факторы во второй и более 

высокой степени – нелинейной регрессией (регрессией 

соответствующего порядка). 

 Линейная регрессия может представлять как линейную 

математическую модель, так и нелинейную, в зависимости от того, 

содержит ли она линейные эффекты (как в выражении (11.9)), или 

наряду с ними также эффекты взаимодействия (как в выражении 

(11.10)). Линейным называют эффект, характеризующий линейную 

зависимость выходного параметра у от соответствующего фактора xi. 

Эффектом взаимодействия называют эффект, характеризующий 

совместное влияние  нескольких  факторов на у (например, в выражении 

(11.10) х1х2. Эффекты взаимодействия двух факторов называют парным 

взаимодействием, трех факторов – тройным взаимодействием и т.д. 



 Как всякий статистический метод, регрессионный анализ применим при 

определенных предпосылках (постулатах). 

 1. Аддитивная помеха ε – случайная нормально распределенная 

величина с параметрами тε = 0 и      σ2 ε = const. В этом случае функция 

отклика Y также случайная величина с нормальным законом 

распределения. Гипотезу о нормальном распределении Y можно 

проверить по критерию Пирсона. 

 2. Постоянство дисперсии помехи означает, что интенсивность ошибки 

определения Y не меняется при изменении уровня факторов в процессе 

эксперимента. Выполнение этого постулата проверяется по критерию 

однородности дисперсии в разных точках спектра плана. 

 3. Значения факторов в активном эксперименте – неслучайные 

величины. Это означает, что установление каждого фактора на 

заданном уровне и удерживание его на этом уровне во время опыта 

точнее, чем ошибка воспроизводимости. В вычислительном 

эксперименте это выполняется однозначно, а в физическом вклад, 

вносимый ошибками измерения факторов X , должен быть 

пренебрежимо малым в сравнении с действием других 

неконтролируемых факторов, образующих ошибку ε определения 

функции Y. 



 Значения помехи ε в различных точках опыта некоррелированы. Для 

обеспечения этого требования используется рандомизация опытов. 

В пассивном эксперименте условие некоррелированности помехи 

обеспечивают путем соответствующего выбора временного интервала 

съема информации об условиях и результатах опытов. 

 Векторы-столбцы базисных функций должны быть линейно 

независимыми. Выполнение этого требования необходимо для 

получения раздельных оценок b всех коэффициентов регрессии β. В 

активном эксперименте оно обеспечивается соответствующим выбором 

спектра плана эксперимента. При этом число опытов N (без учета 

дублирования) должно быть не меньше, чем число оцениваемых 

коэффициентов NB, т.е. N ≥ NB. 

 В пассивном эксперименте линейная зависимость между столбцами 

практически исключается, так как факторы неуправляемы и принимают 

случайные значения в разных опытах, но может наблюдаться сильная 

коррелированность столбцов, что повлечет за собой большие ошибки 

вычисления коэффициентов регрессии. Для выявления 

коррелированности столбцов проводят корреляционный анализ 

результатов пассивного эксперимента. 



ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ 

РЕГРЕССИОННОЙ МОДЕЛИ  





















ПЛАНЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ И 

ИХ СВОЙСТВА  



 Для проведения активных экспериментов разработано множество 

различных планов. Планы учитывают как особенности структуры 

регрессионных моделей, так и требования их эффективности с позиций 

повышения точности получаемых моделей и снижения затрат на 

проведение эксперимента. 

 При построении линейных моделей или нелинейных, содержащих 

только взаимодействия факторов, но без квадратов этих факторов 

(регрессий первого порядка), каждый фактор можно варьировать только 

на двух уровнях. Для получения таких моделей используют планы 

первого порядка. 

 Известно несколько разновидностей планов первого порядка. Эти 

планы различаются в зависимости от структуры регрессионной модели. 

 Они предназначены для планирования следующих видов 

экспериментов: 

 - однофакторного (классического) эксперимента; 

 - полного факторного эксперимента; 

 - дробного факторного эксперимента. 



 Если в регрессионную модель входят факторы в квадрате или с 

более высокими степенями, то необходимо не менее трех уровней 

варьирования факторов. При построении квадратичных моделей 

применяют планы второго порядка. Эти планы часто используют в 

качестве своего ядра какой-либо план первого порядка, который 

дополняется так называемыми звездными точками. 

 Планы различают по степени насыщенности и композиционности. 

План называют насыщенным, если общее число точек плана равно 

числу неизвестных параметров регрессионной модели. Такой план 

позволяет получить экспериментальную факторную модель при 

минимальных затратах, так как обеспечивает минимум числа опытов. 

 План называется композиционным, если в его спектр в 

качестве составной части входят точки спектра плана, который был 

реализован при построении более простой модели. Композиционность 

плана позволяет реализовать принцип постепенного усложнения модели 

при минимальных затратах, так как при этом используются результаты 

опытов, выполненных для получения простой модели. Многие планы 

второго порядка являются композиционными. 



 Важным свойством плана является его ортогональность. У 

ортогональных планов информационная матрица Фишера Ф 

диагональная, а столбцы матрицы базисных функций F попарно 

ортогональны. Для ортогонального плана при заданных значениях 

диагональных элементов матрицы Ф дисперсии σ2
bk оценок 

коэффициентов регрессии bk минимальны. Причем, эти оценки 

получаются независимыми, что существенно облегчает их вычисление и 

анализ. 

 При изменении вида плана изменяется матрица Ф, что влияет на 

дисперсии оценок коэффициентов регрессии. Различают D-, А- и E-

оптимальные планы. Они обеспечивают различные формы эллипсоидов 

рассеивания оценок. D-оптимальный план минимизирует обобщенную 

дисперсию оценок коэффициентов регрессии и обеспечивает 

минимальный объем эллипсоида их рассеивания. А-оптимальный план 

минимизирует среднюю дисперсию всех оценок, а эллипсоид имеет 

наименьшую сумму квадратов длин осей. Эллипсоид рассеивания у          

E-оптимального плана имеет минимальную длину своей наибольшей оси. 



 В зависимости от возможностей предсказания отклика по 

уравнению регрессии различают планы ротатабельные и 

униформные. План называется ротатабельным, если дисперсия 

предсказания отклика постоянна на фиксированном расстоянии от центра 

эксперимента. Униформный план обеспечивает практически постоянное 

ее значение в некоторой области факторного пространства. Свойства 

ротатабельности или униформности обеспечиваются соответствующим 

выбором точек матрицы спектра плана. Задача выбора оптимального 

плана довольно сложная и в большинстве случаев не имеет 

аналитического решения. Поэтому поиск оптимальных планов обычно 

осуществляется численными методами на ЭВМ. 

 Рассмотрим основы построения и основные свойства планов 

первого порядка. 



ПЛАН ОДНОФАКТОРНОГО 

ЭКСПЕРИМЕНТА  



 Однофакторный (классический) эксперимент предназначен для 

получения линейной экспериментальной факторной модели вида  













ПЛАН ПОЛНОГО ФАКТОРНОГО 

ЭКСПЕРИМЕНТА  

























ПЛАН ДРОБНОГО ФАКТОРНОГО 

ЭКСПЕРИМЕНТА 



 Наряду с отмеченными положительными качествами полного факторного 

эксперимента он имеет существенный недостаток: увеличение количества 

факторов приводит к быстрому росту числа опытов, что обусловлено степенной 

зависимостью (11.38). Например, при n = 10 спектр плана содержит N = 210 = 1024 

опыта. Кроме того, необходимо дублирование опытов. 

 ПФЭ позволяет построить регрессионную модель, которая учитывает 

влияние на функцию отклика выбранных факторов и всех возможных сочетаний 

взаимодействий этих факторов. Но поскольку структура модели выбирается на 

основе априорной информации о физических свойствах исследуемого объекта, то 

весьма сложно представить себе влияние на характеристики его 

функционирования эффектов взаимодействий выше второго или третьего порядка. 

Обычно при построении многофакторной регрессионной модели ограничиваются 

парными или, в крайнем случае, отдельными тройными взаимодействиями 

факторов. В этом случае ПФЭ оказывается избыточным, так как число точек 

спектра плана N значительно больше количества коэффициентов регрессии NB. В 

результате возникает возможность сокращения числа опытов. Но при этом, 

естественно, должно соблюдаться условие возможности оценки коэффициентов 

регрессии по результатам опытов, которое выражается соотношением N ≥ NB . 





















знаки в векторах-столбцах базисных функций f4 = х4 и f7 = х2х4 на 

противоположные, но это не приведет к изменению свойств матрицы F, 

оцениваемых выражениями (11.47) – (11.50). 

 Если принять генерирующее соотношение х4 = х1х3, то спектр 

плана ДФЭ24-1 также окажется пригодным, что легко проверить.  



ГЕНЕРИРУЮЩИЕ 

СООТНОШЕНИЯ И 

ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ КОНТРАСТЫ  











СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

РЕЗУЛЬТАТОВ АКТИВНОГО 

ЭКСПЕРИМЕНТА  



 Прежде чем определять коэффициенты регрессии, необходимо 

выполнить статистический анализ результатов эксперимента с целью 

оценки их качества и пригодности для построения регрессионной модели. 

Статистический анализ включает оценку ошибок параллельных опытов, 

отсеивание грубых ошибок, проверку однородности дисперсий опытов и 

определение дисперсии воспроизводимости эксперимента. 

 Ошибки параллельных опытов. В условиях наличия случайных 

помех с целью уменьшения случайных погрешностей эксперимента и 

повышения точности получаемой регрессионной модели осуществляется 

дублирование опытов, т.е. проведение параллельных опытов. Каждый 

опыт, предусмотренный матрицей спектра плана, повторяется т = 2...5 

раз. Рекомендуется число т принимать одинаковым для всех N точек 

плана. В результате проводится L = Nm опытов в соответствии с матрицей 

плана, предусматривающей при этом рандомизацию опытов. 

 Повторные опыты в одной и той же точке плана при наличии 

помехи дают различные результаты при определении функции отклика. 

Разброс результатов относительно оценки математического ожидания 

функции отклика называют ошибкой воспроизводимости опыта. Эту 

ошибку надо оценить.  















ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

РЕГРЕССИОННОЙ МОДЕЛИ ПРОВЕРКА ИХ 

ЗНАЧИМОСТИ  















ПРОВЕРКА АДЕКВАТНОСТИ И 

РАБОТОСПОСОБНОСТИ 

РЕГРЕССИОННОЙ МОДЕЛИ  

















ПЛАНЫ ВТОРОГО ПОРЯДКА  













РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА НА 

ДЕТЕРМИНИРОВАННОЙ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ 

МОДЕЛИ  



 Детерминированная математическая модель характеризуется 

взаимно однозначным соответствием между внешним воздействием на 

моделируемую систему и ее реакцией на это воздействие. Поэтому в 

каждой точке спектра плана проводят только один опыт. План активного 

вычислительного эксперимента составляется в зависимости от вида 

регрессионной модели так же, как и для вероятностных математических 

моделей. При построении экспериментальных факторных моделей, 

предназначенных для решения задач оптимизации параметров 

технических объектов в процессе их функционального проектирования, 

используют планы первого и второго порядков. 













ПОЛУЧЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

НА ОСНОВЕ ПАССИВНОГО 

ЭКСПЕРИМЕНТА  

















 Изложенную методику можно также использовать при решении 

задач прогнозирования параметров технических объектов. На основе 

ретроспективного анализа составляют матрицы важнейших внутренних и 

выходных параметров объектов данного типа. Такой анализ аналогичен 

проведению пассивного эксперимента. Сущность эксперимента в данном 

случае состоит в создании множества конструкций одного и того же 

целевого назначения. Собранная информация об объекте представляет 

собой статистические выборки – конечные наборы значений реализаций 

случайных величин (факторов и функций отклика). Регрессионная модель, 

полученная в результате такого эксперимента, позволяет осуществлять 

поиск оптимальных решений и прогнозирование. При этом допускается 

экстраполяция параметров с выходом за пределы факторного 

пространства.  


