
1.7. Обнаружение сдвига гауссовского распределения 

Рассмотрим более детально )( NN   задачу обнаружения из-
менения сдвига математического ожидания распределения 

),( 2mN . Имеются события 0mm   (шумовое напряжение), 

1mm   (смесь сигнала и шума), и выборка из N  независимых 

значений ),  ...  ,,( 21 Nyyyy   из одного и того же гауссовского 

распределения. Это соответствует двум гипотезам 

),(~: 2
000 mNyH k  и ),(~: 2

01
)1(

1 mNyH k  при .,  ...  ,1 Nk   Ситуа-

ция представляет собой частный случай когерентного приема. 

Задача содержит три параметра: 0m , 2
0  и сдвиг 01 mm  . 

Если они известны, то оптимальный алгоритм использует линей-

ное накопление yNyz
N

k k  1
. В другой форме алгоритм ис-

пользует статистику  kyNyNu )/1(/ 001  или просто 

среднее арифметическое NuNyy
N

k k // 011
 

. Статистика 

1u  распределена нормально с математическими ожиданиями 

000 / mN  или 011 / mN  (при соответствующих гипоте-

зах) и единичной дисперсией. 

Оптимальный алгоритм обнаружения положительного сдви-

га можно записать в виде 1Zz  , 11 Uu   или 1Yy  , где пороги 

включают указанные параметры и зависят от выбранного крите-

рия оптимальности [1]. Характеристики обнаружения рассчиты-

ваются по формулам: )(1 01  UF , )( 11 UD  , где )(   

интеграл вероятности (прил.2). 

Анализ обнаружителя в условиях неопределенности связан с 

исследованием существенности и значимости неизвестных па-

раметров [8]. При неизвестных существенных параметрах возни-

кают трудности с установкой порога 1Y . Несмотря на то что не-

существенные параметры не мешают установке порогов, они ча-

сто оказываются весьма значимыми, т. е. влияющими на показа-

тели качества. 

В случае критерия НейманаПирсона оптимальный (РНМ) 

односторонний алгоритм для 0  имеет вид NPYy  , где порог 

NcmY FNP /00   рассчитывается через процентную точку Fc  

стандартного нормального распределения, соответствующую ве-



роятности F . В другой форме алгоритм можно записать NPUu 1 , 

где FNP cU  0 . Хотя приведенные формы обнаружителя экви-

валентны, часто для анализа удобно использовать различные 

представления. 

 

 
Рис. 1.2  Характеристики обнаружения сдвига для задачи )( NN   

 

Характеристики обнаружения (кривые обнаружения), пред-

ставляющие зависимость вероятности правильного обнаружения 

от дефлекции 01001 /)(  dNmmNdN  рассчитыва-

ются по формуле )( FN сdD  . Они приведены на рис. 1.2 для 

значений вероятности ложной тревоги 
65432 10 ,10 ,10 ,10 ,10 F . Пороговые значения дефлекции, 

обеспечивающие заданные D  и F , равны FD
FD

N ccd  1
),( . В 

частности, как показано на рис. 1.2, при 210F  имеем 

326,2
)5,0(

 FN cd  для 5,0D  и 61,3
)9,0(
Nd  для 9,0D . 

При использовании критерия НейманаПирсона существен-

ными параметрами оказываются 0m  и 2
0 . Неизвестная величина 

сдвига   не является существенной для приведенного выше рав-
номерно наиболее мощного (РНМ) алгоритма, так как она не вхо-
дит в порог. Но существенным остается знак сдвига, поскольку 
для отрицательного сдвига надо проверять неравенство NPUu 1 , 

где 0/ NYU NPNP . 
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Если на самом деле сдвиг отрицателен 0 , то односторон-

ний алгоритм NPUu 1  оказывается смещенным, т. е. вероятность 

правильного обнаружения будет меньше, чем вероятность лож-

ной тревоги при отсутствии сдвига. Это показано штриховыми 

линиями для случаев 210F  и 310F  на рис. 1.3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.3 Характеристики обнаружения сдвига для одностороннего и 

двустороннего линейного алгоритмов 

 

При всех возможных положительных и отрицательных   не 
существует РНМ решающего правила среди всех возможных. 

Однако для двусторонней альтернативы 0  существует 

РНМ алгоритм среди несмещенных, и он имеет вид 

2/001 |/| FcmNu  . Критическая область для статистики 1u  

определяется двумя порогами 2/00 / FcmN  , а характеристики 

обнаружения рассчитываются по формуле 

)()(1 2/2/ NFNF dcdcD  . Существенность знака сдвига 

преодолевается ценою некоторого снижения вероятности пра-
вильного обнаружения (сплошные линии на рисунке 1.3). 

Для байесовских критериев оптимальности возникают труд-

ности с установкой порога, зависящего от неизвестного значения 

 , даже если известен знак сдвига. Оптимальный алгоритм для 

0  можно записать в виде BUu 1 , где байесовский порог 

NBNB ddNmU /ln2// 00  . 

Для среднего арифметического BYy   байесовский порог ра-

вен ))(/(ln2/)( 01
2
010 mmNmmY BB   и все рассматривае-

мые параметры будут существенными. 
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Для критерия максимального правдоподобия порог 

2/2/)( 010  mmmYMP  не зависит от дисперсии 2
0 , но тре-

буется задать значения 0m  и  . В частном случае симметричной 

задачи 10 mm   порог 0MPY  и все параметры оказываются не-

существенными, оставаясь значимыми. 

Имеются следующие три разновидности задачи: 
1. 00 m . В этом случае байесовский порог 

NBNB ddU /ln2/  . При больших значениях дефлекции 

01 Nd  порог возрастает с увеличением Nd , как показано на 

рис. 1.4 для случаев 1B , 1B  и 1B . 

При 0Nd  полу-

чаются три значения 

порога [10], зависящие 

от величины B : при 

1B  порог стремится 

к   и всегда прини-

мается решение в поль-

зу 0H , при 1B  порог 

стремится к   и все-

гда принимается реше-

ние в пользу 1H . 

При 1B  порог 

мак- симального правдопо-

добия 2/NMP dU   стремится 

к нулю и правильное решение принимается в половине случаев. 

Порог 2/1mYMP   не зависит от дисперсии 2
0 . 

2. am 0 , am 1  (различение симметричных биполярных сиг-

налов). Пороги MPU  и MPY  для критерия максимального правдо-

подобия равны нулю, что снимает вопрос о существенности па-

раметра сдвига. Однако пороги для критерия идеального наблю-

дателя SS aNU  ln)2/( 0  и )2/(ln2
0 NaY SS   зависят от ве-

личины сдвига. 

3. 1 MPB    (критерий максимального правдоподобия). 
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Рис. 1.4 Зависимость байе-

совского порога от дефлек-

ции при 0,1  1,  ,10B . 



Алгоритм MPUu 1 , где 2// 00 NMP dNmU   можно 

представить в виде MPYy  , где 2/)( 10 mmYMP  . Из последнего 

выражения следует несущественность параметра 2
0 . 

Несмотря на то, что несущественные параметры не мешают 
установке порогов, они оказываются весьма значимыми, т. е. 
влияющими на показатели качества. Степень влияния неизвест-
ных параметров можно оценить, исследуя чувствительность ха-
рактеристик алгоритма обнаружения к изменениям значений этих 
параметров. 

Чувствительность характеристик к изменениям   

Если значение   неизвестно, то неизвестны 0/ NdN  и 

 01 mm . При неизвестном истинном значении сдвига И  вме-

сто него может быть задано некоторое значение  , так что нор-

мированная разность будет 0И /)(  . В случае критерия 

максимального правдоподобия получаем 

)2/2/(1 NdF N  , )2/2/(11 NdD N  . 

Зависимость среднего риска (суммарной вероятности ошиб-

ки) 2/))1(( DFR   от нормированной разности   приведена 

на рис. 1.5 для 65,4Nd . Минимальный риск, соответствующий 

байесовскому порогу, в этом случае равен 01,0BR . 

Введем относитель-

ное увеличение риска 

BBR RRR /)(  . Не-

трудно подсчитать, что 

уже при N/2  от-

носительное увеличе-

ние риска составляет 

3,65. 

Рассмотрим обна-

ружение неизвестного, 

но положительного сдвига 
  при известных значе-

ниях 0m  и 2
0 . Посколь-

ку   является полезным 

параметром и входит в 

параметр обнаружения 
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Рис. 1.5 Зависимость среднего 

риска от нормированной разности 

0И /)(  NN  



(в отношение сигнал/шум) 0/ NdN , значимость его оче-

видна. 
Отметим, что знак сдвига является весьма существенным 

при использовании любого критерия, так как от него зависит знак 
порога. 

Чувствительность характеристик к изменениям 0m  

Пусть в случае неизвестного истинного значения И0m  вместо 

него задано значение 0m . Для критерия максимального правдо-

подобия вероятности ошибок вычисляются по формулам 

)2/(1 NdF mN  , )2/(11 NdD mN  , 

где 0/ NdN , а 0И00 /)(  mmm  есть нормированная раз-

ность. Зависимость среднего риска от Nm  приведена на 

рис. 1.6. для 65,4Nd . 

Сравнивая эту зависи-

мость с рис. 1.5, нетрудно 

видеть, что изменения 0m  

оказывают в два раза более 

существенное влияние на 

средний риск, чем измене-

ния величины сдвига. Зави-

симость среднего риска со-

ответствует рис. 1.5, если 

Nm  заменить на 

2/N . Относительное 

увеличение риска 

BBR RRR /)(   достигает 

значения 3,65 уже при 

Nm /1 . 

Для критерия НейманаПирсона при неизвестном значении 

И0m  фактический порог равен NcmY FNP /00  . В этом слу-

чае характеристики обнаружения определяются по формулам 

)(1 NсF mF  , )( NсdD mFN  . В случае 0m  

получаются номинальные характеристики 0F  и 0D  Зависимости 

Рис.1.6 Зависимость сред-

него риска от нормирован-

ной разности 

0И00 /)(  NmmNm
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F  и D  для 2
0 10F , 61,3Nd , 9,00 D  от нормированной раз-

ности m  приведены на рис. 1.7 и 1.8 сплошными линиями. 

Рис. 1.7 Зависимость вероятности ложной тревоги от Nm , 

2
0 10F  

 

 
Рис. 1.8 Зависимость вероятности правильного обнаружения от 

Nm , 61,3Nd , 9,00 D  

 

 

Отрицательные значения m  приводят к резкому увеличению 

вероятности ложной тревоги. В этом случае задаваемые алгорит-
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му значения 0m  меньше, чем истинные И0m , и алгоритм форми-

рует заниженный порог. Вероятность правильного обнаружения 

сохраняет прежний аналитический вид, если ввести эквивалент-

ную дефлекцию Ndd mNэкв  , которая при положительных 

m  становится меньше, так как алгоритм в этом случае формиру-

ет завышенный порог. 

Если задано некоторое значение нормированной разности, 

например N/21  , которое можно рассматривать как наиме-

нее благоприятное, то путем повышения порогового уровня 

можно восстановить номинальную вероятность ложной тревоги 
2

0 10F  для этой ситуации (штриховые линии). Тогда вероят-

ность ложной тревоги в других ситуациях резко падает (для 

0m  на три порядка). Однако при таких значениях m  ухудша-

ется и вероятность правильного обнаружения, поскольку в этом 

случае NNdd mNэкв 1 . Например при 0m  вероят-

ность правильного обнаружения падает до 0,237. 

Чувствительность характеристик к изменениям 0  

Пусть неизвестно истинное значение И0  стандартного от-

клонения и вместо него задается 0 , так что относительная раз-

личие будет И0И00 /)(  . В этом случае вероятность лож-

ной тревоги равна )(1  FF cсF , а вероятность правильно-

го обнаружения )(  FFN cсdD . Поэтому эквивалентная 

дефлекция  FNэкв cdd . 

При положительных   вероятность ложной тревоги увели-

чивается вследствие завышения порога, а эквивалентная дефлек-

ция уменьшается, т. е. падает вероятность правильного обнару-

жения. 

Зависимости F  и D  для 2
0 10F , 61,3Nd , 9,00 D  от 

нормированной разности   приведены на рис. 1.9 и 1.10 сплош-

ными линиями. 

Штриховые линии на рисунках соответствуют введению 

наименее благоприятного значения сдвига 11  , при этом 

наблюдается существенное ухудшение характеристик обнаруже-

ния. 



Зависимость среднего риска 2/))1(( DFR   от 

И0И00 /)(   приведена на рис. 1.11 для 65,4Nd . 

 

 
Рис. 1.9  Зависимость вероятности ложной тревоги от относи-

тельной разности И0И00 /)(  , 
2

0 10F  

 

 
Рис. 1.10  Зависимость вероятности правильного обнаружения от 

относительной разности И0И00 /)(  , 61,3Nd , 9,00 D  

 

Очевидно, что изменения среднеквадратического отклонения 

оказывают гораздо более сильное влияние на характеристики, 

чем изменения других параметров. 
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Можно ввести граничные 

значения (допуски) для вели-

чин нормированных разностей 

m ,   и  , в пределах кото-

рых обеспечивается приемле-

мое относительное увеличение 

среднего риска, 
либо незначительное измене-
ние вероятностей ошибок. То-

гда в случае больших изме-
нений параметров, т. е. их зна-
чимости, можно говорить о це-
лесообразности применения 
специальных методов обработ-
ки в условиях априорной не-
определенности, например, ста-
тистики Стьюдента, адаптации 

и др. 
 
 

Если же неизвестные па-
раметры являются мало зна-
чимыми, то применение ука-
занных методов может вы-
звать неоправданное сниже-
ние эффективности обнаруже-
ния и вместо выигрыша при-
вести к потерям. 

 

 

 

 

 

 

Рис.1.11 Зависимость среднего 

риска от относительной 

 разности И0И00 /)(  , 

65,4Nd  
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