
1.6 Гауссовские задачи при независимых наблюдениях 

Проверка гипотез о математическом ожидании и дисперсии в 
независимой выборке из нормального распределения особенно 
важна, так как имеет широкую область применения. В частности, 
эта модель может описывать процессы на выходе корреляцион-
ного приемника (синхронного детектора) или линейного (согла-
сованного) фильтра после внутрипериодной обработки [18, 24]. 

Пусть Nyyy , ... ,, 21  – независимая выборка из гауссовского 

распределения ),( 2mN  с математическим ожиданием m  и дис-

персией 2 . Появление полезного сигнала вызывает изменение 
математического ожидания, изменение дисперсии или одновре-
менное изменение обоих параметров. 

Хорошо известны задачи обнаружения сдвига математиче-
ского ожидания при неизменной дисперсии и обнаружения изме-
нения дисперсии при постоянном математическом ожидании 
[2, 3, 5]. 

В первом случае (обнаружение сдвига) проверяется гипотеза 

),(~ : 2
000 mNyH k  против альтернативы ),(~ : 2

01
)1(

1 mNyH k . При 

известной дисперсии оптимальная статистика включает линейное 

накопление  ky . При неизвестной 2
0  может, например, исполь-

зоваться статистика Стьюдента )1/(/)( 2
0  NNsmyt , которая 

оказывается наилучшей среди инвариантных статистик. Здесь 

 Nyy k /  и Nyys k /)( 22
   – выборочные оценки математи- 

ческого ожидания и дисперсии (достаточные статистики). 
Во втором случае (обнаружение изменения дисперсии) аль-

тернативой будет ),(~ : 2
10

)2(
1 mNyH k  и при известном значении 

0m  оптимальной является статистика Nmys k /)( 2
0

2
0   , а при 

неизвестном 0m  – статистика 2s . 

Практический интерес представляет также общая альтерна-

тива ),(~ : 2
111 mNyH k , включающая изменения как математиче- 

ского ожидания, так и дисперсии распределения. Иногда суще-
ствует функциональная связь между изменениями математиче-
ского ожидания и дисперсии. В частности при фотоприеме дис-
персия дробовых шумов оказывается пропорциональной матема-
тическому ожиданию [25]. Учет этой функциональной связи поз-
воляет получить выигрыш в эффективности обнаружения, вели-
чина которого далее будет установлена. 



Важно выяснить, насколько работоспособны в случае общей 

альтернативы те алгоритмы, которые оптимальны при гипотезах 
)1(

1H  и )2(
1H , и что дает решение более общей задачи для альтер-

нативы 1H . 

Оптимальный алгоритм проверки гипотезы 0H  против 1H  

вытекает из отношения правдоподобия [6]: гипотеза 0H  отверга-

ется при T  или при 
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где порог ])/ln[(2 01 T
N

Tk   включает значение T , опреде-

ляемое выбранным критерием оптимальности. В общем случае 
все четыре параметра задачи являются существенными, т. е. их 
значения необходимы для построения алгоритма. 

Выясним влияние значений параметров на вид обработки и 
на характеристики обнаружения в случае общей альтернативы 

1H . 
Обозначим сдвиг математического ожидания через 

01 mm   и введем два параметра: нормированный сдвиг 

0/d  и относительное изменение дисперсии 2
0

2
0

2
1 /)(  . 

Один из этих параметров или оба могут рассматриваться как по-
лезные. Они могут принимать положительные или отрицатель-
ные значения (однако всегда 1 ), причем знак параметра ча-
сто оказывает гораздо большее влияние на вид и характеристики 
алгоритма, чем его величина. 

С учетом известного соотношения [6] 

})({)( 222 mysNmyk   

можно получить другую форму оптимального алгоритма обнару-

жения в виде взвешенной суммы достаточных статистик y  и 2
0s : 

  Tksy  2
02/ . 

Пороговое значение 2/)(2/ 2
0

2
1

2
1 mmNkk TT   зависит от 

всех четырех параметров. Разделив обе части неравенства на 

N/2
0 , получаем алгоритм в виде   1

2
0

2
00 )/(2/)/( kNsyNd   

или 

  121 2/ kuudN  , 

где выделены две статистики: линейная 01 / yNu  и квадра-

тичная 2
0

2
02 / Nsu . Здесь NddN   – дефлекция статистики 1u . 



Эта дефлекция также является отношением сигнал/шум на выхо-

де линейного накопителя. 
Таким образом, оптимальный линейно-квадратичный алго-

ритм для обнаружения известных изменений математического 
ожидания и дисперсии в общем случае включает взвешенное 
суммирование линейной и квадратичной статистик с весами Nd  и 

2/ . Порог 1k  может быть выбран по байесовскому критерию 

)/2/(2/)1(/ 00
2
01  NmddkNkk NNTT , 

и для его вычисления требуется задание Nd ,  , а также парамет-

ров 0m  и 0 . Для критерия НейманаПирсона порог 1k  вычисля-

ется иначе, с учетом заданной вероятности ложной тревоги 0F , но 

все равно требует знания значений указанных параметров. 
Даже в случае односторонней альтернативы по одному из 

параметров (например, сдвигу) равномерно наиболее мощные 
(РНМ) критические области существенно различаются в зависи-
мости от соотношений между другими параметрами. В случае 
двусторонних альтернатив РНМ решающие правила вообще не 
существуют [6]. 

Если истинные значения существенных параметров d ,   и 

00 /m  неизвестны, то возникает проблема априорной неопреде-

ленности, причем трудности проявляются как в выборе весовых 

коэффициентов, так и при установке порога 1k . Конечно, алго-

ритм может использовать некоторые заданные значения этих па- 
раметров. В этих случаях он утрачивает оптимальность и его ха-
рактеристики ухудшаются. 

В частности, задание 0)1(   означает использование стати-

стики 1u  в случае общей альтернативы 1H . При этом задание 

конкретного значения 0)1( d  необходимо лишь для байесовских 

критериев. Возможна ситуация, когда на самом деле сдвига нет 

( 0d ), и тогда статистика 1u  будет использоваться для обнару-

жения изменения дисперсии. 

Задание 0)2( d  приведет к использованию статистики 2u  не 

только при альтернативе )2(
1H , где она оптимальна, но также при 

обнаружении одного сдвига (гипотеза )1(
1H ), и в общем случае 

гипотезы 1H . Задание конкретного значения 0)2(   требуется 

только для байесовских критериев. 



Для выбора весовых коэффициентов и установки порога в 
общем алгоритме можно использовать минимаксный подход. 
В случае положительных сдвигов соответствующие минималь-

ные значения )3(d  и )3(  выбираются так, чтобы в этой ситуации 

обеспечить требуемое качество обнаружения с помощью опти-

мального алгоритма. Тогда если в действительности )3(dd   или 
)3( , этот алгоритм обеспечит нехудшие характеристики. В 

других же ситуациях требуемые характеристики не гарантируют-

ся. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


