
1.5.  Гауссовские и негауссовские задачи 

Гауссовские задачи объединяют все задачи, в которых при 

любой гипотезе наблюдаемые процессы являются гауссовскими 

(или нормальными). Матрица (или вектор) ), ... ,,( 21 Nxxxx   имеет 

многомерное гауссовское распределение ),(~ VNx  , которое 

полностью характеризуется вектором математических ожиданий 

  и ковариационной (квадратной и положительно определенной) 

матрицей V . 

Общая гауссовская задача включает рассмотрение M  гипо-

тез, причем для гипотезы iH  наблюдение (N -мерное) ),(~ ii VNx   

имеет гауссовское распределение с матрицей математических 

ожиданий i  и симметричной ковариационной матрицей iV , 

1, ... ,1 ,0  Mi . Таким образом, задача сводится к различению 

гауссовских процессов. Каждая из гипотез описывается набором 

из 2/)1(  NNN  параметров и все эти параметры существенны. 

Можно показать, что в общем случае для сложной альтернативы 

не существует РНМ решающего правила. 

Гауссовские задачи обнаружения (различения) обозначаются 

)( NN  , где первая и вторая буквы соответствуют гауссовскому 

распределению гипотезы и альтернативы. Рассмотрим различе-

ние двух гипотез ),(~: 000 VNxH   и ),(~: 111 VNxH   при извест-

ных параметрах. Всегда можно найти линейное преобразование 

Axy  , где A  – квадратная матрица собственных векторов мат-

рицы 1
1

0 VV  , одновременно приводящая к диагональному виду две 

ковариационные матрицы [11]: IAAV T 0 , TAAV1  (  – диа-

гональная матрица собственных чисел }{ k  матрицы 1
1

0 VV  ). По-

этому в преобразованной системе координат компоненты слу-

чайных векторов будут независимы при обеих гипотезах. Их ма-

тематические ожидания станут равными 1 ,0  ,  iAm ii . 

Дисперсии компонент при гипотезе 0H  равны единице. При 

гипотезе 1H  они оказываются разными и совпадают с собствен-

ными числам }{ k . Поскольку отношение правдоподобия не за-

висит от системы координат, вероятности ошибок для оптималь-



ного алгоритма инвариантны относительно любого линейного 

преобразования. 
Оптимальная решающая статистика в преобразованной си-

стеме координат ), ... ,,( 21 Nyyy  имеет вид: 
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Решение 1d  принимается, если TUu  , где TU  – порог, зависящий 

от выбранного критерия различения. 
Потенциальные (т. е. наилучшие) характеристики различе-

ния удается рассчитать вычислительными методами или прибли-
женно с помощью характеристической функции для логарифма 
отношения правдоподобия при гипотезе 0H : 

yyfyfyyfyss ss
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Здесь параметр  js . Если вместо характеристической функции 

используется производящая функция моментов, т. е. берутся дей-
ствительные значения 10  s , то это выражение соответствует 
так называемому расстоянию Чернова, характеризующему «раз-
деляющую силу» оптимального алгоритма. Для рассматриваемой 
общей гауссовской задачи 
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Приближенные выражения для верхних границ вероятностей 
ошибок алгоритма обнаружения T , где T  – порог, можно 
получить с использованием функции )(ln)( ss   [3]: 

)(2/)]()(exp[ 2 sssssF   , 

)()1(2/)]()1()(exp[1 2 sssssD   , 

где )(s  и )(s   первая и вторая производные )(s  по s . 
Функция )(s  при 10  s  отрицательна и выпукла, т. е. име-

ет единственный минимум по s . Граница минимальна при значе-
нии s , удовлетворяющем уравнению Ts  ln)( . Ввиду трудно- 
стей вычисления оптимального значения s  обычно берется 

2/1s  [11]. Величина yyfyf
Y

01 d)()(ln)2/1(  называется рас- 

стоянием Бхаттачария и часто используется в качестве показа-
теля разделимости двух распределений. 



Для общей гауссовской задачи верхней границей для каждой 

из вероятностей ошибок (при одинаковых априорных вероятно-

стях гипотез) служит )]2/1(exp[ . 

В случае одинаковых ковариационных матриц различение 
двух гауссовских распределений с номерами i  и j  характеризу-
ется расстоянием Махаланобиса 

  
k kjkikji

T
jiij mmVd /)()()( 212 . 

Оно определяет качество различения, в частности, для байе-

совского алгоритма вероятность ошибки равна 

)2/(1)|( ijijij ddPP  , где )(  – интеграл вероятности в 

форме Лапласа. 

Для некоррелированных выборок с распределениями 

)I,(~ 2
0 iNx , I  – единичная матрица )( NN  , расстояние Маха-

ланобиса совпадает с квадратом дефлекции 
2
0

2 /)()(  ji
T

jiijd . Для противоположных сигналов с 

одинаковой энергией  ji  квадрат дефлекции равен 

2
0

2
0

2 /4/4  Ed j
T
iij , где  TE  – энергия сигнала. В случае 

ортогональных сигналов 0 j
T
i  и при их одинаковой энергии 

j
T
jj

T
iE   квадрат дефлекции равен 2

0
2 /2  Edij . 

Различение многомерных гауссовских распределений при 
произвольном виде ковариационных матриц связано с реализаци-
ей сложных алгоритмов обращения матриц или нахождения соб-
ственных векторов и собственных чисел [20]. Решение этих задач 
в условиях неопределенности наталкивается на значительные 
трудности [21]. 

Обнаружение сдвига математического ожидания, а также из-
менения дисперсии при известных параметрах (проверка простых 
гипотез) гауссовских распределений являются классическими па-
раметрическими задачами. При неизвестных параметрах эти за-
дачи существенно усложняются, однако исследованы достаточно 
хорошо [5, 14]. 

Двухвыборочные гауссовские задачи ( 2K ) при априорной 
неопределенности исследованы весьма подробно. Обнаружение 
различия математических ожиданий в двух независимых выбор-
ках с неизвестными параметрами представляет проблему Берен-
саФишера [5]. 

Негауссовские задачи обнаружения и различения представ-
ляют несравнимо более широкий класс задач, чем гауссовские. 
Они возникают в случаях, когда сигнал или помеха являются не-



гауссовскими процессами, либо при нелинейном виде взаимодей-
ствия сигнала с помехой: при неаддитивном (например мульти-
пликативном) взаимодействии сигнала и помехи, в случае сиг-
нально-зависимых (дробовых) шумов, при наличии неизвестных 
случайных параметров, а также при нелинейных преобразованиях 
в приемном тракте. В ряде случаев помеха считается гауссовской, 
а негауссовская гипотеза связывается с аддитивным добавлением 
негауссовского полезного сигнала. 

Существенно негауссовскими оказываются атмосферные и 
индустриальные помехи, взаимные помехи радиосредств, актив-
ные помехи радиопротиводействия (например хаотическая им-
пульсная помеха), пассивные помехи в радио- и гидролокацион-
ных системах, сосредоточенные помехи в широкополосных си-
стемах связи, шумы океана в пассивных системах обнаружения и 
др. [22]. 

Существенные упрощения при решении негауссовских задач 
достигаются в случае независимых выборок, т. е. в случае разли-
чения шумовых процессов. Для описания негауссовских узкопо-
лосных сигналов обычно используется допущение о независимо-
сти амплитудных и фазовых флуктуаций. 

Независимость выборочных значений позволяет представить 

многомерный функционал вероятности в виде произведения од-

номерных плотностей )()()()( 21 Nyfyfyfyf  . Логарифм от-

ношения правдоподобия представляется в виде суммы парциаль-

ных слагаемых  


N

k kkk ysys
1

),(ln),(ln . Таким образом, оп-

тимальная обработка включает накопление результатов некото-

рого (нелинейного) преобразования выборочных значений. 
Важный класс негауссовских процессов получается из гаус-

совских с помощью различных преобразований: )( kk g  , где 

k  – гауссовская последовательность. Наиболее исследованы не-
линейные безынерционные преобразования. 

Другой класс представляют негауссовские марковские по-
следовательности. Марковское свойство (отсутствие последей-
ствия) проявляется в том, что при фиксированном настоящем ве-
роятностные характеристики процесса в будущем не зависят от 
того, какие значения принимал процесс в прошлом [20]. Марков-
скую последовательность можно получить, например, используя 
модели авторегрессии kkk g   )( 1  при шумовой формиру-

ющей последовательности }{ k , где )(g   нелинейное безынер-

ционное преобразование. 
Задачи обнаружения и различения марковских последова-

тельностей исследованы в работах [20, 23]. Использование гаус-



совских моделей приводит к решению задач обнаружения и раз-
личения в рамках корреляционной (линейной) теории, которая 
использует моментные характеристики процессов первого и вто-
рого порядков. В условиях априорной неопределенности может 
не быть оснований для использования гауссовских моделей и 
применения результатов корреляционной теории. С другой сто-
роны, постановка и решение негауссовских задач требует обычно 
больших усилий и не всегда приводит к существенным выигры-
шам в эффективности по сравнению с более простыми линейны-
ми алгоритмами. 

 


