
2.3.  Минимаксный подход 

Рассмотрим задачу различения M  сигналов, которые могут 
появляться на входе устройства в различных пропорциях, причем 
эти пропорции не только заранее не известны, но могут меняться 
в процессе работы в широких пределах. 

Если случайный характер появления сигналов не предпола-
гается, то в этих условиях разумным является принцип минимак-
са, в соответствии с которым выбирается решающее правило 

)(ММ y , для которого максимальный элемент вектора потерь 

(условных рисков) ),...,()( 110  Mrrrr  (прил. 1) имеет минималь-

ное значение [2, 13], т. е. минимаксный алгоритм обеспечивает 
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Целесообразность такого подхода определяется соотношени-
ями условных рисков для других событий (сигналов), поэтому 
сама величина минимаксного условного риска не может служить 
критерием оптимальности. 

Вальд А. доказал [2], что любое минимаксное правило явля-
ется специальным случаем байесовского решения для наименее 
благоприятного априорного распределения вероятностей 

НБ110 ),...,,( Mppp . 

Минимаксное правило эквивалентно такому байесовскому 

разбиению пространства наблюдений, при котором все элементы 

вектора потерь (условные риски) имеют одинаковые значения 

[13], т. е. 110 ...  Mrrr . Этой ситуации и соответствует наиме-

нее благоприятный набор вероятностей НБ)( ip . 

Рассмотрим байесовскую задачу различения двух сигналов 

при неизвестных вероятностях qp 0  и ppp  01 1  их появле-

ний. Условные риски, соответствующие сигналам 0s  и 1s  (т. е. 

гипотезам 0H  и 1H ), равны [2]: 

FFr 01000 )1(  , DDr 11101 )1(  . 

Оптимальный алгоритм различения при известном значении 

p  принимает решение в пользу 1s , если By  )( , где отноше-

ние правдоподобия )(/)()( 01 yfyfy  , а байесовский порог 

 cB , где )/()( 11100001 c , pq / . 

Вероятности ложной тревоги и правильного обнаружения за-
висят от значения p . Наименее благоприятное значение НБp  на- 



ходится из уравнения минимакса )()( 10 prpr  , доказательство ко-

торого приводится далее. После подстановки условных рисков в 

уравнение получаем 

0)()1)(()( 000111100011  FD . 

В частном случае при 00011   получаем уравнение ми-

нимакса в виде FD 0110 )1(  , а в случае 0110   получает-

ся условие FD  )1(  равенства ошибок первого и второго рода. 

Байесовский риск )( BBR   оптимального алгоритма меняется 

(в зависимости от p ) от значения 00  при 0p  до значения 11  

при 1p . Максимум байесовского риска )(max BR   может нахо-

диться в крайних точках, либо в интервале (0, 1). В последнем 

случае условие экстремума есть 0d/)(d ppR . Подставляя сюда 

выражение для среднего риска 10)1()( prrppR  , получаем 

)]d/d)(/(1)[d/d)(1()(d/)(d 01001 rrqpprprrppR  . 

Поскольку )/()/)((d/d 0001111001  dFdDrr , а про-

изводная )/())(/(/ 11100001  pqdFdD  определяет байе-

совский порог в каждой точке рабочей характеристики, то выра-

жение в квадратных скобках, входящее в ppR d/)(d , обращается в 

нуль. Отсюда следует, что для наименее благоприятного значе-

ния НБp  производная 0)()(d/)(d 01  prprppR , что доказывает 

справедливость уравнения минимакса. Минимаксная рабочая 

точка на плоскости ) ,( DF  рабочих характеристик [3] есть точка 

пересечения прямой cFbD  , где )/()( 11100010 b , и 

соответствующей рабочей характеристики алгоритма. 

Искомый минимаксный алгоритм обнаружения имеет вид 

ММ)(  y . Минимаксный порог равен ММММ  c , где ММ  

вычисляется для значения НБp . Это значение зависит от вида 

распределений наблюдений, поэтому минимаксный порог также 
зависит от вида этих распределений. Этим он существенно отли- 
чается от байесовского порога B . Средний риск минимаксного 

алгоритма постоянен при фактических изменениях p  и равен 

)(max BR  . 

Минимаксный подход применим к непараметрическим за-

дачам. Если распределения )(1 yf  и )(0 yf  точно не известны, но 

принадлежат заданным классам iW , 1,0i , то требуется найти 



наименее благоприятную пару распределений ))(),(( НБ1НБ 0 yfyf  в 

классе 10 WWW  . Минимаксное свойство такого правила трак-

туется иногда как робастность (загрубленность) в терминах рис-

ка [9]. 

В случаях, когда ),(0 yf  и ),(1 yf  представляют параметри-

ческие семейства, требуется определить соответствующие 

наименее благоприятные наборы неизвестных параметров 

) ,( НБ1НБ 0   для каждой из гипотез. 

Более частные подходы к построению минимаксных правил 
используют вместо среднего риска различные расстояния между 
распределениями (параметры обнаружения). В частности, наиме-
нее благоприятная пара распределений для каждого алгоритма 
может определяться по минимуму квадрата дефлекции (миниму-
ма обобщенного отношения сигнал/шум). Тогда оптимальное 
максиминное правило должно обеспечивать максимум этой вели-
чины среди рассматриваемых алгоритмов [9]. 

Пусть неизвестные мешающие параметры   считаются не-

случайными величинами, принимающими значения из некоторых 

областей 0  и 1  при гипотезах 0H и 1H . Максиминный условно-

экстремальный подход приводит к обобщению критерия Нейма- 
на–Пирсона в случае сложных гипотез [5]. Оптимальный обна-
ружитель обеспечивает максимальную вероятность правильного 
обнаружения в наихудшей ситуации, т. е. )(minmax

1



D , при усло-

вии, что в отсутствие сигнала вероятность ложной тревоги не вы-
ходит за заданную границу, т. е. 
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