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1. Основные понятия моделирования экономико-математических 
систем 

Общие понятия системного анализа и моделирования систем и 
процессов в экономике 

Рассмотрим ряд основных понятий, связанных с системным анализом 

и моделированием социально-экономических систем, чтобы с их помощью 

более полно раскрыть суть такого ключевого понятия, как экономико-

математические методы. Термин экономико-математические методы 

понимается в свою очередь как обобщающее название комплекса 

экономических и математических научных дисциплин, объединенных для 

изучения социально-экономических систем и процессов.  

Под социально-экономической системой будем понимать сложную 

вероятностную динамическую систему, охватывающую процессы 

производства, обмена, распределения и потребления материальных и других 

благ. Она относится к классу кибернетических систем, т.е. систем управляемых. 

Рассмотрим, прежде всего, понятия, связанные с такими системами и методами 

их исследования.  

Центральным понятием кибернетики является понятие «система». 

Единого определения этого понятия нет; возможна такая формулировка: 

системой называется комплекс взаимосвязанных элементов вместе с 

отношениями между элементами и между их атрибутами. Исследуемое 

множество элементов можно рассматривать как систему, если выявлены 

следующие четыре признака:  

—  целостность системы, т.е. принципиальная несводимость свойств 

системы к сумме свойств составляющих ее элементов;  

—  наличие цели и критерия исследования данного множества элементов;  

—  наличие  более  крупной,  внешней  по  отношению к данной, 

системы, называемой «средой»;  

—  возможность выделения в данной системе взаимосвязанных частей 

(подсистем).  

Основным методом исследования систем является метод моделирования, 

т.е. способ теоретического анализа и практического действия, направленный 

на разработку и использование моделей. При этом под моделью будем понимать 

образ реального объекта (процесса) в материальной или идеальной форме (т.е. 

описанный знаковыми средствами на каком-либо языке), отражающий 

существенные свойства моделируемого объекта (процесса) и замещающий его  

в ходе исследования и управления. Метод моделирования основывается на 

принципе аналогии, т.е. возможности изучения реального объекта не 

непосредственно, а через рассмотрение подобного ему и более доступного 

объекта, его модели.  

Практическими задачами экономико-математического моделирования 

являются:  

—  анализ экономических объектов и процессов;  

—  экономическое прогнозирование, предвидение развития экономических 

процессов;  
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—  выработка управленческих решений на всех уровнях хозяйственной 

иерархии.  

Следует, однако, иметь в виду, что далеко не во всех случаях данные, 

полученные в результате экономико-математического моделирования, могут 

использоваться непосредственно как готовые управленческие решения. Они 

скорее могут быть рассмотрены как «консультирующие» средства. Принятие 

управленческих решений остается за человеком. Таким образом, экономико-

математическое моделирование является лишь одним из компонентов (пусть 

очень важным) в человеко-машинных системах планирования и управления 

экономическими системами.  

Важнейшим понятием при экономико-математическом моделировании, 

как и при всяком моделировании, является понятие адекватности модели, т.е. 

соответствия модели моделируемому объекту или процессу. Адекватность моде- 

ли — в какой-то мере условное понятие, так как полного соответствия модели 

реальному объекту быть не может, что характерно и для экономико-

математического моделирования. При моделировании имеется в виду не 

просто адекватность, но соответствие модели тем свойствам, которые 

считаются существенными для исследования. Проверка адекватности 

экономико-математических моделей является весьма серьезной проблемой, 

тем более что ее осложняет трудность измерения экономических величин.  

Однако без такой проверки применение результатов моделирования в 

управленческих решениях может не только оказаться мало полезным, но и 

принести существенный вред.  

Социально-экономические  системы  относятся,  как правило, к так 

называемым сложным системам. Сложные системы в экономике обладают 

рядом свойств, которые необходимо учитывать при их моделировании, иначе 

невозможно говорить об адекватности построенной экономической модели. 

Важнейшие из этих свойств:  

—  эмерджентность как проявление в наиболее яркой форме свойства 

целостности системы, т.е. наличие у экономической системы таких свойств, 

которые не присущи ни одному из составляющих систему элементов, взятому в 

отдельности, вне системы. Эмерджентность есть результат возникновения 

между элементами системы так называемых синергических связей, которые 

обеспечивают увеличение общего эффекта до величины большей, чем сумма 

эффектов элементов системы, действующих независимо. Поэтому социально-

экономические системы необходимо исследовать и моделировать в целом;  

—массовый характер экономических явлений и процессов. 

Закономерности экономических процессов не обнаруживаются на основании 

небольшого числа наблюдений. Поэтому моделирование в экономике должно 

опираться на массовые наблюдения;  

—  динамичность экономических процессов, заключающаяся в изменении 

параметров и структуры экономических систем под влиянием среды (внешних 

факторов);  

—  случайность и неопределенность в развитии экономических явлений. 

Поэтому экономические явления и процессы носят в основном 

вероятностный характер, и для их изучения необходимо применение 
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экономико-математических моделей на базе теории вероятностей и 

математической статистики;  

—  невозможность изолировать протекающие в экономических 

системах явления и процессы от окружающей среды, чтобы наблюдать и 

исследовать их в чистом виде;  

—  активная реакция на появляющиеся новые факторы, способность 

социально-экономических систем к активным, не всегда предсказуемым 

действиям в зависимости от отношения системы к этим факторам, способам и 

методам их воздействия.  

Выделенные свойства социально-экономических систем, естественно, 

осложняют процесс их моделирования, однако эти свойства следует постоянно 

иметь в виду при рассмотрении различных аспектов экономико-

математического моделирования, начиная с выбора типа модели и кончая  

вопросами практического использования результатов моделирования.  

 

Сущность основных этапов экономико-математического моделирования 
 

Процесс моделирования, в том числе и экономико-математического, 

включает в себя три структурных элемента: объект исследования; субъект 

(исследователь); модель, опосредующая отношения между познающим 

субъектом и познаваемым объектом.  

Рассмотрим общую схему процесса моделирования, в котором можно 

выделить четыре стадии.  

Пусть имеется некоторый объект, который мы хотим исследовать 

методом моделирования. На первой стадии мы конструируем (или находим в 

реальном мире) другой объект — модель исходного объекта-оригинала. Стадия 

построения модели предполагает наличие определенных сведений об объекте-

оригинале. Познавательные возможности модели определяются тем, что модель 

отображает лишь некоторые существенные черты исходного объекта, поэтому 

любая модель замещает оригинал в строго ограниченном смысле. Из этого 

следует, что для одного объекта может быть построено несколько моделей, 

отражающих определенные стороны исследуемого объекта или 

характеризующих его с разной степенью детализации.  

На второй стадии процесса моделирования модель выступает как 

самостоятельный объект исследования. Например, одну из форм такого 

исследования составляет проведение модельных экспериментов, при которых 

целенаправленно изменяются условия функционирования модели и 

систематизируются данные о ее «поведении». Конечным результатом этой 

стадии является совокупность знаний о модели в отношении существенных 

сторон объекта-оригинала, которые отражены в данной модели.  

Третья стадия заключается в переносе знаний с модели на оригинал, в 

результате чего мы формируем множество знаний об исходном объекте и при 

этом переходим с языка модели на язык оригинала. С достаточным основанием 

переносить какой-либо результат с модели на оригинал можно лишь в том 

случае, если этот результат соответствует признакам сходства оригинала и 

модели (другими словами, признакам адекватности).  
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На четвертой стадии осуществляются практическая проверка 

полученных с помощью модели знаний и их использование как для 

построенияобобщающей теории реального объекта, так и для его 

целенаправленного преобразования или управления им. В итоге мы снова 

возвращаемся к проблематике объекта оригинала.  

Моделирование представляет собой циклический процесс, т.е. за 

первым четырехстадийным циклом может последовать второй, третий и т.д. При 

этом знания об исследуемом объекте расширяются и уточняются, а 

первоначально построенная модель постепенно совершенствуется. Таким 

образом, в методологии моделирования заложены большие возможности 

самосовершенствования.  

Перейдем теперь непосредственно к процессу экономико-

математического моделирования, т.е. к описанию экономических и 

социальных систем и процессов в виде экономико-математических моделей. 

Эта разновидность моделирования обладает рядом существенных 

особенностей, связанных как с объектом моделирования, так и с 

применяемыми аппаратом и средствами моделирования. Поэтому 

целесообразно более детально проанализировать последовательность и 

содержание этапов экономико-математического моделирования, выделив 

следующие шесть этапов: постановка экономической проблемы и ее 

качественный анализ; построение математической модели; математический 

анализ модели; подготовка исходной информации; численное решение; анализ 

численных результатов и их применение. Рассмотрим каждый из этапов более 

подробно.  

1.    Постановка экономической проблемы и ее качественный анализ. 

На этом этапе требуется сформулировать сущность проблемы, принимаемые 

предпосылки и допущения. Необходимо выделить важнейшие черты и 

свойства моделируемого объекта, изучить его структуру и взаимосвязь его 

элементов, хотя бы предварительно сформулировать гипотезы, объясняющие 

поведение и развитие объекта.  

2.  Построение математической модели. Это этап формализации 

экономической проблемы, т.е. выражения ее в виде конкретных 

математических зависимостей (функций, уравнений, неравенств и др.). 

Построение модели подразделяется в свою очередь на несколько стадий. 

Сначала определяется тип экономико-математической модели, изучаются 

возможности ее применения в данной задаче, уточняются конкретный 

перечень переменных и параметров и форма связей. Для некоторых сложных 

объектов целесообразно строить несколько разноаспектных моделей, при этом 

каждая модель выделяет лишь некоторые стороны объекта, а другие стороны 

учитываются агрегированно и приближенно. Оправданно стремление построить 

модель, относящуюся к хорошо изученному классу математических  

задач, что может потребовать некоторого упрощения исходных предпосылок 

модели, не искажающего основных черт моделируемого объекта. Однако 

возможна и такая ситуация, когда формализация проблемы приводит к 

неизвестной ранее математической структуре.  
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3.  Математический анализ модели. На этом этапе чисто 

математическими приемами исследования выявляются общие свойства модели 

и ее решений. В частности, важным моментом является доказательство 

существования решения сформулированной задачи. При аналитическом 

исследовании выясняется, единственно ли решение, какие переменные могут 

входить в решение, в каких пределах они изменяются, каковы тенденции их 

изменения и т.д. Однако модели сложных экономических объектов с большим 

трудом поддаются аналитическому исследованию; в таких случаях переходят к 

численным методам исследования.  

4.  Подготовка исходной информации. В экономических задачах это, 

как правило, наиболее трудоемкий этап моделирования, так как дело не 

сводится к пассивному сбору данных. Математическое моделирование 

предъявляет жесткие требования к системе информации; при этом надо 

принимать во внимание не только принципиальную возможность подготовки 

информации требуемого качества, но и затраты на подготовку 

информационных массивов. В процессе подготовки информации 

используются методы теории вероятностей, теоретической и математической 

статистики для организации выборочных обследований, оценки 

достоверности данных и т.д. При системном экономико-математическом 

моделировании результаты функционирования одних моделей служат исходной 

информацией для других.  

5.  Численное решение. Этот этап включает разработку алгоритмов 

численного решения задачи, подготовку программ на ЭВМ и 

непосредственное проведение расчетов, при этом значительные трудности 

вызываются большой размерностью экономических задач. Обычно расчеты на 

основе экономико-математической модели носят многовариантный характер. 

Многочисленные модельные эксперименты, изучение поведения модели при 

различных условиях стало возможно проводить благодаря высокому 

быстродействию современных ЭВМ. Численное решение существенно 

дополняет результаты аналитического исследования, а для многих моделей 

является единственно возможным.  

6.  Анализ численных результатов и их применение. На этом этапе, 

прежде всего, решается важнейший вопрос о правильности и полноте 

результатов моделирования и применимости их как в практической 

деятельности, так и в целях усовершенствования модели. Поэтому в первую 

очередь должна быть проведена проверка адекватности модели по тем 

свойствам, которые выбраны в качестве существенных (другими словами, 

должны быть произведены верификация и валидация модели). Применение 

численных результатов моделирования в экономике направлено на решение 

практических задач.  

Перечисленные этапы экономико-математического моделирования 

находятся в тесной взаимосвязи, в частности, могут иметь место возвратные 

связи этапов. Так, на этапе построения модели может выясниться, что 

постановка задачи или противоречива, или приводит к слишком сложной 

математической модели; в этом случае исходная постановка задачи должна 

быть скорректирована. Наиболее часто необходимость возврата к 
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предшествующим этапам моделирования возникает на этапе подготовки 

исходной информации. Если необходимая информация отсутствует или затраты 

на ее подготовку слишком велики, приходится возвращаться к этапам 

постановки задачи и ее формализации, чтобы приспособиться к доступной 

исследователю информации.  

Выше уже было сказано о циклическом характере процесса 

моделирования. Недостатки, которые не удается исправить на тех или иных 

этапах моделирования, устраняются в последующих циклах. Однако 

результаты каждого цикла имеют и вполне самостоятельное значение. Начав 

исследование с построения простой модели, можно получить полезные 

результаты, а затем перейти к созданию более сложной и более совершенной 

модели, включающей в себя новые условия и более точные математические 

зависимости.  

 

Классификация экономико-математических методов и моделей 
 

Суть экономико-математического моделирования заключается в 

описании социально-экономических систем и процессов в виде экономико-

математических моделей. Экономико-математические методы следует 

понимать как инструмент, а экономико-математические модели — как 

продукт процесса экономико-математического моделирования.  

Рассмотрим вопросы классификации экономико-математических 

методов. Эти методы, как отмечено выше, представляют собой комплекс 

экономико-математических дисциплин, являющихся сплавом экономики, 

математики и кибернетики. Поэтому классификация экономико-

математических методов сводится к классификации научных дисциплин, 

входящих в их состав. Хотя общепринятая классификация этих дисциплин 

пока не выработана, с известной степенью приближения в составе экономико-

математических методов можно выделить следующие разделы:  

—  экономическая кибернетика: системный анализ экономики, теория 

экономической информации и теория управляющих систем;  

— математическая статистика: экономические приложения данной 

дисциплины — выборочный метод, дисперсионный анализ, корреляционный 

анализ, регрессионный анализ, многомерный статистический анализ, 

факторный анализ, теория индексов и др.;  

— математическая экономика и изучающая те же вопросы с 

количественной стороны эконометрика: теория экономического роста, теория 

производственных функций, межотраслевые балансы, национальные счета, 

анализ спроса и потребления, региональный и пространственный анализ, 

глобальное моделирование и др.;  

—  методы принятия оптимальных решений, в том числе исследование 

операций в экономике. Это наиболее объемный раздел, включающий в себя 

следующие дисциплины и методы: оптимальное (математическое) 

программирование, в том числе методы ветвей и границ, сетевые методы 

планирования и управления, программно-целевые методы планирования и 

управления, теория и методы управления запасами, теория массового 
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обслуживания, теория игр, теория и методы принятия решений, теория 

расписаний. В оптимальное  (математическое) программирование входят в 

свою очередь: линейное программирование, нелинейное программирование, 

динамическое программирование, дискретное (целочисленное) 

программирование, дробно-линейное программирование, параметрическое 

программирование, сепарабельное программирование, стохастическое 

программирование, геометрическое программирование;  

— методы и дисциплины, специфичные отдельно как для централизованно 

планируемой экономики, так и для рыночной (конкурентной) экономики. К 

первым можно отнести теорию оптимального функционирования экономики, 

оптимальное планирование, теорию оптимального ценообразования, модели 

материально-технического снабжения и др. Ко вторым — методы, позволяющие 

разработать модели свободной конкуренции, модели капиталистического 

цикла, модели монополии, модели индикативного планирования, модели теории 

фирмы и т.д. Многие из методов, разработанных для централизованно 

планируемой экономики, могут оказаться полезными и при экономико-

математическом моделировании в условиях рыночной экономики;  

— методы экспериментального изучения экономических явлений. К 

ним относят, как правило, математические методы анализа и планирования 

экономических экспериментов, методы машинной имитации (имитационное 

моделирование), деловые игры. Сюда можно отвести также и методы 

экспертных оценок, разработанные для оценки явлений, не поддающихся 

непосредственному измерению.  

Перейдем теперь к вопросам классификации экономико-

математических моделей, другими словами, математических моделей 

социально-экономических систем и процессов. Единой системы 

классификации таких моделей в настоящее время также не существует, 

однако обычно выделяют более десяти основных признаков их 

классификации, или классификационных рубрик. Рассмотрим некоторые из 

этих рубрик. 

По общему целевому назначению экономико-математические модели 

делятся на теоретико-аналитические, используемые при изучении общих 

свойств и закономерностей экономических процессов, и прикладные, 

применяемые в решении конкретных экономических задач анализа, 

прогнозирования и управления.  

По степени агрегирования объектов моделирования модели 

разделяются на макроэкономические и микроэкономические. Хотя между 

ними и нет четкого разграничения, к первым из них относят модели, 

отражающие функционирование экономики как единого целого, в то время 

как микроэкономические модели связаны, как правило, с такими звеньями 

экономики, как предприятия и фирмы. 

По конкретному предназначению, т. е. по цели создания и применения, 

выделяют балансовые модели, выражающие требование соответствия 

наличия ресурсов и их использования; трендовые модели, в которых 

развитие моделируемой экономической системы отражается через тренд 

(длительную тенденцию) ее основных показателей; оптимизационные 
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модели, предназначенные для выбора наилучшего варианта из определенного 

числа вариантов производства, распределения или потребления; 

имитационные модели, предназначенные для использования в процессе 

машинной имитации изучаемых систем или процессов и др. 

По типу информации, используемой в модели экономико-

математические модели делятся на аналитические, построенные на 

априорной информации, и идентифицируемые, построенные на 

апостериорной информации. 

По учету фактора времени модели подразделяются на статические, в 

которых все зависимости отнесены к одному моменту времени, и 

динамические, описывающие экономические системы в развитии. 

По учету фактора неопределенности модели распадаются на 

детерминированные, если в них результаты на выходе однозначно 

определяются управляющими воздействиями, и стохастические 

(вероятностные), если при задании на входе модели определенной 

совокупности значений на ее выходе могут получаться различные результаты 

в зависимости от действия случайного фактора. 

Экономико-математические модели могут классифицироваться также 

по характеристике математических объектов, включенных в модель, другими 

словами. по типу математического аппарата, используемого в модели. По 

этому признаку могут быть выделены матричные модели, модели линейного 

и нелинейного программирования, корреляционно-регрессионные модели, 

модели теории массового обслуживания, модели сетевого планирования и 

управления, модели теории игр и т.д. 

По типу подхода к изучаемым социально-экономическим 

системам выделяют дескриптивные и нормативные модели. При 

дескриптивном (описательном) подходе получаются модели, 

предназначенные для описания и объяснения фактически наблюдаемых 

явлений или для прогноза этих явлений; в качестве примера дескриптивных 

моделей можно привести названные ранее балансовые и трендовые модели. 

При нормативном подходе интересуются не тем, каким образом устроена и 

развивается экономическая система, а как она должна быть устроена и как 

должна действовать в смысле определенных критериев. В частности, все 

оптимизационные модели относятся к типу нормативных; другим примером 

могут служить нормативные модели уровня жизни. 

 
2. Методы получения оптимальных решений 

Многие задачи, с которыми приходится иметь дело в повседневной 

практике, являются многовариантными. Среди множества возможных 

вариантов в условиях рыночных отношений приходится отыскивать 

наилучшие в некотором смысле при ограничениях, налагаемых на 

природные, экономические и технологические возможности. В связи с этим 

возникла необходимость применять для анализа и синтеза экономических 

ситуаций и систем математические методы и современную вычислительную 
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технику. Такие методы объединяются под общим названием — 

математическое программирование. 

 Математическое программирование — область математики, 

разрабатывающая теорию и численные методы решения многомерных 

экстремальных задач с ограничениями, т. е. задач на экстремум функции 

многих переменных с ограничениями на область изменения этих 

переменных. 

       Функцию, экстремальное значение которой нужно найти в условиях 

экономических возможностей, называют целевой, показателем 

эффективности или критерием оптимальности.  

Экономические возможности формализуются в виде системы 

ограничений. Все это составляет математическую модель.  

Математическая модель задачи — это отражение оригинала в виде 

функций, уравнений, неравенств, цифр и т. д. Модель задачи 

математического программирования включает: 

1) совокупность неизвестных величин, действуя на которые, систему 

можно совершенствовать. Их называют планом задачи (вектором управления, 

решением, управлением, стратегией, поведением и др.); 

      2) целевую функцию (функцию цели, показатель эффективности, 

критерий оптимальности, функционал задачи и др.).  

Целевая функция позволяет выбирать наилучший вариант - из 

множества возможных. Наилучший вариант доставляет целевой функции 

экстремальное значение. Это может быть прибыль, объем выпуска или 

реализации, затраты производства, издержки обращения, уровень 

обслуживания или дефицитности, число комплектов, отходы и т. д.; 

       Эти условия следуют из ограниченности ресурсов, которыми располагает 

общество в любой момент времени, из необходимости удовлетворения 

насущных потребностей, из условий производственных и технологических 

процессов. Ограниченными являются не только материальные, финансовые и 

трудовые ресурсы. Таковыми могут быть возможности технического, 

технологического и вообще научного потенциала. Нередко потребности 

превышают возможности их удовлетворения. Математически ограничения 

выражаются в виде уравнений и неравенств. Их совокупность образует 

область допустимых решений (область экономических возможностей). 

План, удовлетворяющий системе ограничений задачи, называется 

допустимым.  

Допустимый план, доставляющий функции цели экстремальное 

значение, называется оптимальным. Оптимальное решение, вообще говоря, 

не обязательно единственно, возможны случаи, когда оно не существует, 

имеется конечное или бесчисленное множество оптимальных решений.  

     Один из разделов математического программирования - линейным 

программированием.   Методы и модели линейного программирования 

широко применяются при оптимизации процессов во всех отраслях 

народного хозяйства: при разработке производственной программы 

предприятия, распределении ее по исполнителям, при размещении заказов 

между исполнителями и по временным интервалам, при определении 
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наилучшего ассортимента выпускаемой продукции, в задачах 

перспективного, текущего и оперативного планирования и управления; при 

планировании грузопотоков, определении плана товарооборота и его 

распределении; в задачах развития и размещения производительных сил, баз 

и складов систем обращения материальных ресурсов и т. д. Особенно 

широкое применение методы и модели линейного программирования 

получили при решении задач экономии ресурсов (выбор 

ресурсосберегающих технологий, составление смесей, раскрой материалов), 

производственно-транспортных и других задач. 

Начало линейному программированию было положено в 1939 г. 

советским математиком-экономистом Л. В. Канторовичем в работе 

«Математические методы организации и планирования производства». 

Появление этой работы открыло новый этап в применении математики в 

экономике. Спустя десять лет американский математик Дж. Данциг 

разработал эффективный метод решения данного класса задач — симплекс-

метод.  

Общая идея симплексного метода (метода последовательного 

улучшения плана) для решения задач линейного программирования состоит в 

следующем: 

1) умение находить начальный опорный план; 

2) наличие признака оптимальности опорного плана; 

3) умение переходить к нехудшему опорному плану. 

 
Постановка задачи линейного программирования 
 

Линейное программирование — раздел математического 

программирования, применяемый при разработке методов отыскания 

экстремума линейных функций нескольких переменных при линейных 

дополнительных ограничениях, налагаемых на переменные.  

По типу решаемых задач его методы разделяются на универсальные и 

специальные.  

С помощью универсальных методов могут решаться любые задачи 

линейного программирования (ЗЛП).  

Специальные методы учитывают особенности модели задачи, ее 

целевой функции и системы ограничений. 

Особенностью задач линейного программирования является то, что 

экстремума целевая функция достигает на границе области допустимых 

решений. Классические же методы дифференциального исчисления связаны 

с нахождением экстремумов функции во внутренней точке области 

допустимых значений. Отсюда — необходимость разработки новых методов. 

     Формы записи задачи линейного программирования: 

     Общей задачей линейного программирования называют задачу 

 

                                                                                          (2.1) 

При ограничениях 
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                                                                 (2.2) 

                                                                   (2.3) 

                                                                     (2.4) 

                            (2.5) 

     – произвольные                  (2.6) 

     где – заданные действительные числа;  

(2.1) – целевая функция;  

(2.1) – (2.6) –ограничения;  

 – план задачи. 

Пусть ЗЛП представлена в следующей записи: 

                                                                                             (2.7) 

                                                                           (2.8) 

                                                                                (2.9) 

Чтобы задача (2.7) – (2.8) имела решение, системе её ограничений (2.8) 

должна быть совместной. Это возможно, если  r этой системы не больше 

числа неизвестных n. Случай r>n вообще невозможен. При r=n система имеет 

единственное решение, которое будет при оптимальным. В этом 

случае проблема выбора оптимального решения теряет смысл.  

Выясним структуру координат угловой точки многогранных решений. 

Пусть r<n. В этом случае система векторов содержит базис — 

максимальную линейно независимую подсистему векторов, через которую 

любой вектор системы может быть выражен как ее линейная комбинация. 

Базисов, вообще говоря, может быть несколько, но не более . Каждый из 

них состоит точно из r векторов. Переменные ЗЛП, соответствующие r 

векторам базиса, называют, как известно, базисными и обозначают БП. 

Остальные n – r переменных будут свободными, их обозначают СП.  

Не ограничивая общности, будем считать, что базис составляют первые 

m векторов . Этому базису соответствуют базисные переменные 

, а свободными будут переменные . 

     Если свободные переменные приравнять нулю, а базисные переменные 

при этом примут неотрицательные значения, то полученное частное решение 

системы (8) называют опорным решением (планом). 

     Теорема. Если система векторов  содержит m линейно 

независимых векторов , то допустимый план  

                                                                                    (2.10) 

является крайней точкой многогранника планов. 

Теорема. Если ЗЛП имеет решение, то целевая функция достигает 

экстремального значения хотя бы в одной из крайних точек многогранника 
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решений. Если же целевая функция достигает экстремального значения более 

чем в одной крайней точке, то она достигает того же значения в любой точке, 

являющейся их выпуклой линейной комбинацией. 

Графический способ решения ЗЛП 

 Геометрическая интерпретация экономических задач дает возможность 

наглядно представить, их структуру, выявить особенности и открывает пути 

исследования более сложных свойств. ЗЛП с двумя переменными всегда 

можно решить графически. Однако уже в трехмерном пространстве такое 

решение усложняется, а в пространствах, размерность которых больше трех, 

графическое решение, вообще говоря, невозможно. 

Случай двух переменных не имеет особого практического значения, 

однако его рассмотрение проясняет свойства ОЗЛП, приводит к идее ее 

решения, делает геометрически наглядными способы решения и пути их 

практической реализации. 

Пусть дана задача 

                                                                                 (2.11) 

                                                                                 (2.12) 

                                                                                         (2.13) 

Дадим геометрическую интерпретацию элементов этой задачи. Каждое 

из ограничений (2.12), (2.13) задает на плоскости некоторую 

полуплоскость. Полуплоскость — выпуклое множество. Но пересечение 

любого числа выпуклых множеств является выпуклым множеством. Отсюда 

следует, что область допустимых решений задачи (2.11) — (2.13)  есть 

выпуклое множество. 

Перейдем к геометрической интерпретации целевой функции. Пусть 

область допустимых решений ЗЛП — непустое множество, например 

многоугольник . 

     

      Выберем произвольное значение целевой функции . Получим 

. Это уравнение прямой  линии. В точках прямой NМ целевая 

функция сохраняет одно и то же постоянное значение . Считая в равенстве 
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(2.11)  параметром, получим уравнение семейства параллельных прямых, 

называемых линиями уровня целевой функции (линиями постоянного 

значения). 

     Найдём частные производные целевой функции по  и : 

,                                                                                               (2.14) 

.                                                                                               (2.15) 

Частная производная (2.14)  (так же как и (2.15)) функции показывает 

скорость ее возрастания вдоль данной оси. Следовательно,  и — скорости 

возрастания  соответственно вдоль осей  и . Вектор 

 называется градиентом функции. Он показывает направление 

наискорейшего возрастания целевой функции: 

 
     Вектор  указывает направление наискорейшего убывания целевой 

функции. Его называют антиградиентом. 

Вектор  перпендикулярен к прямым  семейства  

. 

Из геометрической интерпретации элементов ЗЛП вытекает 

следующий порядок ее графического решения. 

1. С учетом системы ограничений строим область допустимых решений 

. 

2. Строим вектор  наискорейшего возрастания целевой 

функции — вектор градиентного направления. 

3.Проводим произвольную линию уровня  .  

     4. При решении задачи на максимум перемещаем линию уровня  в 

направлении вектора  так, чтобы она касалась области допустимых решений 

в ее крайнем положении (крайней точке). В случае решения задачи на 

минимум линию уровня  перемещают в антиградиентном направлении.  

     5. Определяем оптимальный план  и экстремальное значение 

целевой функции  

Симплексный метод решение ЗЛП 

Общая идея симплексного метода (метода последовательного 

улучшения плана) для решения ЗЛП состоит 
1)умение находить начальный опорный план; 
2)наличие признака оптимальности опорного плана; 

         3)умение переходить к нехудшему опорному плану. 

Пусть ЗЛП представлена системой ограничений в каноническом виде: 
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. 

Говорят, что ограничение ЗЛП имеет предпочтительный вид, если при 

неотрицательной правой части  левая часть ограничений содержит 

переменную, входящую с коэффициентом, равным единице, а в остальные 

ограничения равенства - с коэффициентом, равным нулю. 

Пусть система ограничений имеет вид 

 
Сведем задачу к каноническому виду. Для этого прибавим к левым 

частям неравенств дополнительные переменные  .  

Получим систему, эквивалентную исходной: 

, 

которая имеет предпочтительный вид  

. 

В целевую функцию дополнительные переменные вводятся с 

коэффициентами, равными нулю  . 

Пусть далее система ограничений имеет вид 

. 

Сведём её к эквивалентной вычитанием дополнительных переменных 

  из левых частей неравенств системы. Получим систему 

. 

Однако теперь система ограничений не имеет предпочтительного вида, 

так как дополнительные переменные  входят в левую часть (при ) с 

коэффициентами, равными –1.  

Поэтому, вообще говоря, базисный план не 

является допустимым. В этом случае вводится так называемый 

искусственный базис. К левым частям ограничений-равенств, не имеющих 

предпочтительного вида, добавляют искусственные переменные . В 

целевую функцию переменные , вводят с коэффициентом М в случае 

решения задачи на минимум и с коэффициентом - М для задачи на максимум, 

где М - большое положительное число. Полученная задача называется М-

задачей, соответствующей исходной. Она всегда имеет предпочтительный 

вид. 

Пусть исходная ЗЛП имеет вид 

,                                                                          (2.16) 

,                                                    (2.17) 

 ,                                                                                  (2.18) 
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причём ни одно из ограничений не имеет предпочтительной 

переменной. 

М-задача запишется так: 

                                                        (2.19) 

                                                               (2.20) 

 , ,                                                           (2.21) 

Задача (2.19) - (2.21) имеет предпочтительный план. Её начальный 

опорный план имеет вид 

  
Если некоторые из уравнений (2.17) имеют предпочтительный вид, то в 

них не следует вводить искусственные переменные. 

 

Теорема. Если в оптимальном плане  

                                                                    (2.22)  

М-задачи (2.19) - (2.21) все искусственные переменные  , 

то план   является оптимальным планом исходной задачи (2.16) 

- (2.18). 

Для того чтобы решить задачу с ограничениями, не имеющими 

предпочтительного вида, вводят искусственный базис и решают 

расширенную М - задачу, которая имеет начальный опорный план 

  

Решение исходной задачи симплексным методом путем введения 

искусственных переменных  называется симплексным методом с 

искусственным базисом. 

Если в результате применения симплексного метода к расширенной 

задаче получен оптимальный план, в котором все искусственные переменные 

, то его первые n компоненты дают оптимальный план исходной 

задачи. 

      

Теорема. Если в оптимальном плане М-задачи хотя бы одна из 

искусственных переменных отлична от нуля, то исходная задача не имеет 

допустимых планов, т. е. ее условия несовместны. 

 
Признаки оптимальности 

 

Теорема. Пусть исходная задача решается на максимум. Если для некоторого 

опорного плана все оценки  неотрицательны, то такой план 

оптимален. 
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Теорема. Если исходная задача решается на минимум и для некоторого 

опорного плана все оценки   неположительны, то такой план 

оптимален. 

Двойственность в анализе оптимального решения 

     Понятие двойственности рассмотрим на примере задачи 

оптимального использования сырья. Пусть на предприятии решили 

рационально использовать отходы основного производства. В плановом 

периоде появились отходы сырья m видов в объемах единиц . Из 

этих отходов, учитывая специализацию предприятия, можно наладить 

выпуск n видов неосновной продукции. Обозначим через  норму расхода 

сырья i-го вида на единицу j-й  продукции, - цена реализации 

единицы j-й продукции (реализация обеспечена). Неизвестные величины 

задачи:  — объемы выпуска j-й продукции, обеспечивающие предприятию 

максимум выручки.  

Математическая модель задачи: 

                                                                   (2.23) 

                                                                      (2.24) 

                                   (2.25) 

     Предположим далее, что с самого начала при изучении вопроса об 

использовании отходов основного производства на предприятии появилась 

возможность реализации их некоторой организации. Необходимо установить 

прикидочные оценки (цены) на эти отходы. Обозначим их .  

     Оценки должны быть установлены исходя из следующих требований, 

отражающих несовпадающие интересы предприятия и организации: 

     1) общую стоимость отходов сырья покупающая организация стремится 

минимизировать;  

     2) предприятие согласно уступить отходы только по таким ценам, при 

которых оно получит за них выручку, не меньшую той, что могло бы 

получить, организовав собственное производство. 

Эти требования формализуются в виде следующей ЗЛП. 

Требование 1 покупающей организации – минимизация покупки: 

                                                                   (2.26) 

Требование 2 предприятия, реализующего отходы сырья, можно 

сформулировать в виде системы ограничений. Предприятие откажется от 

выпуска каждой единицы продукции первого вида, если 

, где левая часть означает выручку за сырьё идущее 

на единицу продукции первого вида; правая – её цену. 
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Аналогичные рассуждения логично провести в отношении выпуска 

продукции каждого вида. Поэтому требование предприятия, реализующего 

отходы сырья, можно формализовать в виде следующей системы 

ограничений: 

                                                                   (2.27) 

По смыслу задачи оценки не должны быть отрицательными: 

.                                                                                (2.28) 

Переменные   называют двойственными оценками или 

объективно обусловленными оценками. 

Задачи (2.23) - (2.25) и (2.26) - (2.28) называют парой взаимно 

двойственных ЗЛП. 

Между прямой и двойственной задачами можно установить 

следующую взаимосвязь: 

1. Если прямая задача на максимум, то двойственная к ней — на 

минимум, и наоборот. 

2. Коэффициенты  целевой функции прямой задачи являются 

свободными членами ограничений двойственной задачи. 

3. Свободные члены  ограничений прямой задачи являются 

коэффициентами целевой функции двойственной. 

4. Матрицы ограничений прямой и двойственной задач являются 

транспонированными друг к другу. 

5. Если прямая задача на максимум, то ее система ограничений 

представляется в виде неравенств типа . Двойственная задача решается на 

минимум, и ее система ограничений имеет вид неравенств типа . 

6. Число ограничений прямой задачи равно числу переменных 

двойственной, а число ограничений двойственной — числу переменных 

прямой. 

7. Все переменные в обеих задачах неотрицательны. 

Основные теоремы двойственности и их экономическое содержание 

     Теорема. Для любых допустимых планов  и 

прямой и двойственной ЗЛП справедливо неравенство , 

т.е. 

                                                                                    (2.29)  

– основное неравенство теории двойственности. 

 

Теорема (критерий оптимальности Канторовича). 

Если для некоторых допустимых планов  и  пары двойственных 
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задач выполняется неравенство , то  и  являются 

оптимальными планами соответствующих задач. 

 

Теорема (малая теорема двойственности). 

Для существования оптимального плана любой из пары двойственных 

задач необходимо и достаточно существование допустимого плана для 

каждой из них. 

Теорема. Если одна из двойственных задач имеет оптимальное 

решение, то и другая имеет оптимальное решение, причем экстремальные 

значения целевых функций равны: . Если одна из двойственных 

задач неразрешима вследствие неограниченности целевой функции на 

множестве допустимых решений, то система ограничений другой задачи 

противоречива. 

Экономическое содержание первой теоремы двойственности состоит в 

следующем: если задача определения оптимального 

плана,максимизирующего выпуск продукции, разрешима, то разрешима и 

задача определения оценок ресурсов. Причем цена продукции, полученной 

при реализации оптимального плана, совпадает с суммарной оценкой 

ресурсов. Совпадение значений целевых функций для соответствующих 

планов пары двойственных задач достаточно для того, чтобы эти планы были 

оптимальными. Это значит, что план производства и вектор оценок ресурсов 

являются оптимальными тогда и только тогда, когда цена произведенной 

продукции и суммарная оценка ресурсов совпадают. Оценки выступают как 

инструмент балансирования затрат и результатов. Двойственные оценки, 

обладают тем свойством, что они гарантируют рентабельность оптимального 

плана, т. е. равенство общей оценки продукции и ресурсов, и обусловливают 

убыточность всякого другого плана, отличного от оптимального. 

Двойственные оценки позволяют сопоставить и сбалансировать затраты и 

результаты системы. 

 
Теорема (о дополняющей нежесткости)   

Для того, чтобы планы  и  пары двойственных задач были оптимальны, 

необходимо и достаточно выполнение условий: 

                                                                        (2.30) 

                                                                       (2.31) 

Условия (2.30), (2.31) называются условиями дополняющей 

нежесткости. Из них следует: если какое-либо ограничение одной из задач ее 

оптимальным планом обращается в строгое неравенство, то соответствующая 

компонента оптимального плана двойственной задачи должна равняться 

нулю; если же какая-либо компонента оптимального плана одной из задач 

положительна, то соответствующее ограничение в двойственной задаче ее 

оптимальным планом должно обращаться в строгое равенство. 
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Экономически это означает, что если по некоторому оптимальному 

плану  производства расход i-го ресурса строго меньше его запаса , то в 

оптимальном плане соответствующая двойственная оценка единицы этого 

ресурса равна нулю. Если же в некотором оптимальном плане оценок его i-я 

компонента строго больше нуля, то в оптимальном плане производства 

расход соответствующего ресурса равен его запасу. Отсюда следует вывод: 

двойственные оценки могут служить мерой дефицитности ресурсов. 

Дефицитный ресурс (полностью используемый по оптимальному плану 

производства) имеет положительную оценку, а ресурс избыточный 

(используемый не полностью) имеет нулевую оценку. 

     Теорема (об оценках). Двойственные оценки показывают приращение 

функции цели, вызванное малым изменением свободного члена 

соответствующего ограничения задачи математического программирования, 

точнее 

                                                                                         (2.32) 

Специальные задачи линейной оптимизации 

     Задача о наилучшем использовании ресурсов. Пусть некоторая 

производственная единица (цех, завод, объединение и т. д.), исходя из 

конъюнктуры рынка, технических или технологических возможностей и 

имеющихся ресурсов, может выпускать n различных видов продукции 

(товаров), известных под номерами, обозначаемыми индексом j . 

Будем обозначать эту продукцию . Предприятие при производстве этих 

видов продукции должно ограничиваться имеющимися видами ресурсов, 

технологий, других производственных факторов (сырья, полуфабрикатов, 

рабочей силы, оборудования, электроэнергии и т. д.). Все эти виды 

ограничивающих факторов называют ингредиентами . Пусть их число 

равно m; припишем им индекс i . Они ограничены, и их количества 

равны соответственно  условных единиц. Таким образом, 

 - вектор ресурсов. Известна экономическая выгода (мера 

полезности) производства продукции каждого вида, исчисляемая, скажем, по 

отпускной цене товара, его прибыльности, издержкам производства, степени 

удовлетворения потребностей и т. д. Примем в качестве такой меры, 

например, цену реализации 

, т.е. — вектор цен. Известны также 

технологические коэффициенты , которые указывают, сколько единиц i–го 

ресурса требуется для производства единицы продукции >j-го вида. Матрицу 

коэффициентов  называют технологической и обозначают буквой А. 
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Имеем  . Обозначим через план производства, 

показывающий, какие виды товаров  нужно производить и в 

каких количествах, чтобы обеспечить предприятию максимум объема 

реализации при имеющихся ресурсах.Так как - цена реализации единицы j-

й продукции, цена реализованных  единиц будет равна , а общий объем 

реализации .Это выражение — целевая функция, которую 

нужно максимизировать.Так как - расход i-го ресурса на производство 

 единиц  j-й продукции, то, просуммировав расход i-го ресурса на выпуск 

всех n видов продукции, получим общий расход этого ресурса, который не 

должен превосходить  единиц: Чтобы искомый 

план был реализован, наряду с ограничениями на ресурсы 

нужно наложить условие неотрицательности на объёмы   выпуска 

продукции:  .Таким образом, модель задачи о наилучшем 

использовании ресурсов примет вид: 

                                                                                                  (2.33) 

при ограничениях: 

                                                                                           (2.34) 

                                                                                                    (2.35) 

Так как переменные  входят в функцию  и систему ограничений 

только в первой степени, а показатели  являются постоянными в 

планируемый период, то (2.33)-(2.35) – задача линейного программирования. 

 

Задача о смесях 

В различных отраслях народного хозяйства возникает проблема 

составления таких рабочих смесей на основе исходных материалов, которые 

обеспечивали бы получение конечного продукта, обладающего 

определенными свойствами. Высокий уровень затрат на исходные сырьевые 

материалы и необходимость повышения эффективности производства 

выдвигает на первый план следующую задачу: получить продукцию с 

заданными свойствами при наименьших затратах на исходные сырьевые 

материалы. 

     Пример. Для откорма животных используется три вида комбикорма: А, В 

и С. Каждому животному в сутки требуется не менее 800 г. жиров, 700 г. 

белков и 900 г. углеводов. Содержание в  1 кг. каждого вида комбикорма 

жиров белков и углеводов (граммы) приведено в таблице: 
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Содержание 

 в 1 кг. 
Комбикорм 

  А В С 

Жиры 320 240 300 

Белки 170 130 110 

Углеводы 380 440 450 

Стоимость 1 кг 31 23 20 

 

     Сколько килограммов каждого вида комбикорма нужно каждому 

животному, чтобы полученная смесь имела минимальную стоимость? 

       Математическая модель задачи есть:  - количество комбикорма 

А,В и С. Стоимость смеси есть: 

 
      

Ограничения на количество ингредиентов:  

 
      

Задача о раскрое материалов 

Сущность задачи об оптимальном раскрое состоит в разработке таких 

технологически допустимых планов раскроя, при которых получается 

необходимый комплект заготовок, а отходы (по длине, площади, объему, 

массе или стоимости) сводятся к минимуму. Рассматривается простейшая 

модель раскроя по одному измерению. Более сложные постановки ведут к 

задачам целочисленного программирования. 

Задача о назначениях 

Речь идет о задаче распределения заказа (загрузки взаимозаменяемых 

групп оборудования) между предприятиями (цехами, станками, 

исполнителями) с различными производственными и технологическими 

характеристиками, но взаимозаменяемыми в смысле выполнения заказа. 

Требуется составить план размещения заказа (загрузки оборудования), при 
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котором с имеющимися производственными возможностями заказ был бы 

выполнен, а показатель эффективности достигал экстремального значения. 

Пример. Цеху металлообработки нужно выполнить срочный заказ на 

производство деталей. Каждая деталь обрабатывается на 4-х станках С1, С2, 

С3 и С4. На каждом станке может работать любой из четырех рабочих Р1, Р2, 

Р3, Р4, однако, каждый из них имеет на каждом станке различный процент 

брака. Из документации ОТК имеются данные о проценте брака каждого 

рабочего на каждом станке: 

Рабочие  Станки  

  С1  С2  С3  С4  

Р1  2,3  1,9  2,2  2,7  

Р2  1,8  2,2  2,0  1,8  

Р3  2,5  2,0  2,2  3,0  

Р4  2,0  2,4  2,4  2,8  

 

    Необходимо так распределить рабочих по станкам, чтобы суммарный 

процент брака (который равен сумме процентов брака всех 4-х рабочих) был 

минимален. Чему равен этот процент?  

    Обозначим за  - переменные, которые принимают 

значения 1, если i-й рабочий работает на j-м станке. Если данное условие не 

выполняется, то . Целевая функция есть: 

 
     Вводим ограничения. Каждый рабочий может работать только на одном 

станке, то есть  

 
     Кроме того, каждый станок обслуживает только один рабочий: 

 
     Кроме того, все переменные должны быть целыми и неотрицательными:  

. 

Задача линейного программирования, получение оптимального решения 

    Компания "Дом" производит краску для внутренних и наружных работ из 

сырья двух типов: Ml и М2. Следующая таблица представляет основные 

данные для задачи.  
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Основные данные  

 

Расход сырья на тонну краски Максимально 

возможный  

ежедневный расход 

сырья 

Для наружных 

работ 

Для внутренних 

работ 

Сырье М1 6 4 24 

Сырье М2 1 2 6 

Доход,  

руб. на 

тонну 

5 4 -  

 

Отдел маркетинга компании ограничил ежедневное производство 

краски для внутренних работ до 2 т (из-за отсутствия надлежащего спроса), а 

также поставил условие, чтобы ежедневное производство краски для 

внутренних работ не превышало более чем на тонну аналогичный показатель 

производства краски для внешних работ. Компания хочет определить 

оптимальное (наилучшее) соотношение между видами выпускаемой 

продукции для максимизации общего ежедневного дохода.  

Задача (модель) линейного программирования, как и любая задача 

исследования операций, включает три основных элемента.  

1. Переменные, которые следует определить.  

2. Целевая функция, подлежащая оптимизации.  

3. Ограничения, которым должны удовлетворять переменные.  

   Определение переменных — первый шаг в создании модели. После 

определения переменных построение ограничений и целевой функции 

обычно не вызывает трудностей.  

   В нашем примере необходимо определить ежедневные объемы 

производства краски для внутренних и наружных работ. Обозначим эти 

объемы как переменные модели: x1 — ежедневный объем производства 

краски для наружных работ; х2 — ежедневный объем производства краски 

для внутренних работ.  

    Используя эти переменные, далее строим целевую функцию. 

Логично предположить, что целевая функция, как суммарный ежедневный 

доход, должна возрастать при увеличении ежедневных объемов производства 

красок. Обозначим эту функцию через Z (она измеряется в тысячах руб) и 

положим, что Z = 5x1 + 4x2.  
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    В соответствии с целями компании получаем задачу: 

Максимизировать Z = 5x1 + 4x2.  

    Итак, остался не определенным последний элемент модели — 

условия (ограничения), которые должны учитывать ограниченные 

возможности ежедневного потребления сырья и ограниченность спроса на 

готовую продукцию. Другими словами, ограничения на сырье можно 

записать следующим образом.  

 

Используемый объем                         Максимально возможный 

сырья для производства           <=     ежедневный расход сырья 

обоих видов краски 

 

Из таблицы с данными имеем следующее:  

Используемый объем сырья Ml = 6x1 + 4х2 (т)  

Используемый объем сырья М2 = 1x1 + 2х2 (т)  

Так как ежедневный расход сырья Ml и М2 ограничен соответственно 

24 и 6 тоннами, получаем следующие ограничения:  

6x1 + 4х2 ≤ 24 (сырье Ml)  
x1 + 2x2 ≤ 6 (сырье М2)  

Существует еще два ограничения по спросу на готовую продукцию:  

1. максимальный ежедневный объем производства краски для 

внутренних работ не должен превышать 2 т и  

2. ежедневный объем производства краски для внутренних работ не 

должен превышать ежедневный объем производства краски для наружных 

работ более чем на одну тонну. Первое ограничение простое и записывается 

как х2 ≤ 2.  

Второе можно сформулировать так: разность между ежедневными 

объемами производства красок для внутренних и наружных работ не должна 

превышать одной тонны, т.е. х2 – x1 ≤ 1.  

Еще одно неявное ограничение состоит в том, что переменные x1 и х2 

должны быть неотрицательными. Таким образом, к сформулированным 

выше ограничениям необходимо добавить условие неотрицательности 

переменных.  

Окончательно задача будет записана следующим образом: 

 

Максимизировать Z = 5х1 + 4х2 при выполнении ограничений 

6х1 + 4х2 ≤ 24,  

x1 + 2х2 ≤ 6, 

-x1 + 2x2 ≤1 

х2 ≤ 2, 

х1 ≥ 0, х2 ≥ 0.  

 

Любое решение, удовлетворяющее ограничениям модели, является 

допустимым. Например, решение x1 = 3 и х2 = 1 будет допустимым, так как 

не нарушает ни одного ограничения, включая условие неотрицательности. 
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Значение целевой функции при этом решении будет равно Z= 19 (тысяч 

руб.).  

Итак, задача сформулирована, теперь встает вопрос о нахождении 

оптимального допустимого решения, доставляющего максимум целевой 

функции. Можно сделать вывод, что задача имеет много (фактически, 

бесконечно много) допустимых решений. По этой причине невозможна 

подстановка значений переменных для поиска оптимума, т.е. нельзя 

применить простой перебор всех допустимых решений. Следовательно, 

необходима эффективная процедура отбора допустимых решений для поиска 

оптимального.  

     

 

Получение оптимальных решений средствами MS Excel 

1. Осуществляем ввод данных в таблицу Excel (рис. 1).  

 
Рис. 1. Заполнение листа для решения задачи 

    Для переменных задачи x1 и x2 отведены ячейки B3 (имя ячейки - int) и C3 

(имя ячейки - ext). Эти ячейки называются рабочими или изменяемыми 

ячейками. В изменяемые ячейки значения не заносятся и в результате 

решения задачи в этих ячейках будет отражено оптимальное значение 

переменной. В ячейку D4 (имя ячейки - sum) вводится формула для 

вычисления целевой функции задачи (дохода) z = 5x1 + 4x2. Чтобы сделать 

это надо выполнить следующие действия:  

• поместить курсор в D4;  

• вызвать Мастер функций;  

• в появившемся окне выбрать "Математические" и "СУММПРОИЗВ" 

(рис. 2).  
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Рис. 2. Мастер функций, Шаг 1 

• В окне мастера функций нажать OK, в появившемся окне (рис. 3) в 

поле "массив 1" ввести (протаскивая курсор мыши по ячейкам) адреса 

изменяемых ячеек B3:C3. В поле "массив 2" вводятся адреса ячеек 

содержащих цены на краски B4:C4, после нажать OK.  

Рис. 3. Мастер функций, Шаг 2 

• В ячейку D8 вводится формула для вычисления израсходованного 

количества сырья M1: 6x1 + 4x2, а в ячейку D9 вводится формула для 

израсходованного количества сырья M2: x1 + 2x2. В ячейку D10 

вводится формула для вычисления спроса на краску: -1x1 + 4x2, а в 

ячейку D11 вводится формула ограничения на краску для внутренних 

работ: x2. Эти формулы вводятся аналогично целевой функции.  
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    В результате страница примет вид:  

 
Рис. 4. Вид страницы после добавления формул 

    2. В меню "Сервис" выбираем процедуру "Поиск решения". В 

появившемся окне (рис. 5) нужно установить адрес целевой ячейки D4, 

значение целевой ячейки: максимальное, адреса изменяемых ячеек B3:C3.  

 
Рис. 5. Поиск решения 

    3. Чтобы ввести ограничения задачи, нажать кнопку "Добавить". В 

появившемся диалоговом окне слева ввести адрес D8 (израсходованное 

количество сырья M1), затем выбрать знак ≤ и в правой части количество 

сырья M2, равное 24 (или адрес ячейки E8). После ввода нажать кнопку 

"Добавить" и аналогично ввести второе ограничение.  

 
Рис. 6. Добавление ограничения 
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    4. После ввода ограничений получим следующий вид окна поиска 

решения:  

 
Рис. 7. Результат добавления ограничений 

    5. В окне "Поиск решения" нажать "Параметры" в появившемся окне (рис. 

8) установить флажок в пункте "Линейная модель". В этом случае при 

решении задачи будет использоваться симплекс - метод. Остальные значения 

можно оставить без изменения. После нажать кнопку ОК.  

 
Рис. 8. Окно Параметры 

    6. Для решения задачи в окне "Поиск решения" нажать кнопку 

"Выполнить". Если решение найдено, появляется окно (рис. 9).  
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Рис. 9. Результаты поиска решения 

    7. Для просмотра результатов выбираем тип отчета: "Результаты" и 

нажимаем кнопку ОК. "Отчет по результатам" состоит из трех таблиц (рис. 

10):  

• в таблице 1 приводятся сведения о целевой функции;  

• в таблице 2 приводятся значения переменных задачи;  

• в таблице 3 показаны результаты поиска для ограничений задачи.  

 
Рис. 10. Отчет Результаты 

    Из этих таблиц видно, что в оптимальном решении: 

производство краски для наружных работ B3 = 3 ; 

производство краски для внутренних работ С3 = 1.5 ;  

при этом доход D4 = 21 ; 

расход сырья М1 D8 = 24 ; 

расход сырья М2 D9 = 6 ; 

таким образом, оба ресурса дефицитные (соответствующие ограничения 

называются связанными).  

    Первоначальная таблица EXCEL заполняется результатами, полученными 

при решении (рис. 11).  
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Рис. 11. Результат поиска решения 
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3.ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА 

 

Постановка транспортной задачи и ее математическая модель 

 

Рассмотрим следующую задачу, называемую транспортной задачей. 
 

Имеется m  поставщиков A1 , A2 ,..., Am , у которых сосредоточены запасы 

 

одного и того же груза в количестве a1, a2 ,..., am  единиц, соответственно. Этот 

 

груз нужно доставить n  потребителям B1, B2 ,..., Bn ,  заказавшим b1, b2 ,..., bn 

 

единиц этого груза, соответственно. Известны также все тарифы перевозок 

груза 
c

ij  (стоимость перевозок единицы груза) от поставщика Ai  к 

потребителю B j . Требуется составить такой план перевозок, при 

которомобщая стоимость всех перевозок была бы минимальной. 
 

Условие транспортной задачи удобно записать в виде следующей 
 

Транспортной таблицы 3.1. 
 

Таблица 3.1 

 
Обозначим суммарный запас груза у всех поставщиков символом a,  а 

суммарную потребность в грузе у всех потребителей – символом b . 

Тогда       

 

a = ∑ai  , b = ∑bj  .  
i =1 j=1  

•   Транспортная задача называется закрытой, если a = b . Если же 
 

a ≠ b , то транспортная задача называется открытой. 
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Далее будет показано, что в случае закрытой задачи от поставщиков 

будут вывезены все запасы груза, и все заявки потребителей будут 

удовлетворены. 
 

В случае открытой задачи при a < b весь груз будет вывезен, однако 

будут недопоставки груза экономически невыгодным потребителям. При a > 

b , наоборот, будут удовлетворены все потребители, но часть груза останется 

на складах экономически невыгодных поставщиков. 
 

• Пусть xij  (xij ≥ 0) –  количество груза, отправляемого поставщи- 

ком Ai потребителю B j . Тогда суммарные затраты  Z  на перевозки будут 

вычисляться по формуле  

 

 

       • Матрица X с неотрицательными элементами xij   называется пла- 

ном перевозок. 
 

• Функция z называется целевой функцией.  
 

Математическая формулировка транспортной задачи заключается в на- 
 

хождении плана перевозок X = {xij } , который удовлетворяет системе огра

ничений 
 

 n 
= ai , i = 1,2,..., m,

 

 ∑ x
ij  

j=1   
 

 m 
= bj , j = 1,2,..., n

 

 ∑ x
ij  

j=1   
 
 
 

и доставляет минимум целевой функции z . 
 

• План перевозок, реализующий минимум целевой функции    

вается оптимальным. 

 
 
 
 
 

 

(3.1) 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

Z назы- 
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Смысл первой группы равенств в системе ограничений (3.1) состоит в 

том, что суммарное количество груза, отправленное всем потребителям 

каждым поставщиком, равно запасу груза у этого поставщика. Вторая группа 

ра-венств в системе ограничений (3.1) показывает, что суммарное количество 

груза, полученное каждым потребителем от всех поставщиков, равно заказу 

этого потребителя. 

 

Сведение открытой транспортной задачи к закрытой 

 

Решение транспортной задачи начинается с выяснения вопроса о том, 

является ли задача открытой или закрытой. 
 

Если задача является открытой, то необходимо провести процедуру за- 
 

крытия задачи. С этой целью при a < b  добавляем фиктивного поставщика 
 

A'
m+1 с запасом груза a'm+1 = b − a . Если же a > b , то добавляем фиктивного

потребителя B'n+1   с заказом груза b'n+1 = a − b . 

 В обоих случаях соответствующие фиктивным объектам тарифы пере-

возок c'   полагаем равными нулю. В результате суммарная стоимость пере-
 ij 

возок z  не изменяется. 

 
Первоначальный план перевозок 

 

Транспортная задача относится к задачам линейного программирования, 

и ее можно было бы решить симплекс-методом. Но поскольку система 

ограничений транспортной задачи проще, чем система ограничений ОЗЛП, 

то это дает возможность вместо использования объемных симплекс-таблиц 

применить более удобный метод, который состоит из следующих этапов: 
 

1. Составление первоначального плана перевозок;  
 

2. Последовательные улучшения плана перевозок (перераспределение 

поставок) до тех пор, пока план перевозок не станет оптимальным.  
 

Решение ОЗЛП начинается с нахождения опорного плана. Для 

транспортной задачи такой план всегда существует. Опишем два метода 

составления опорного плана (первоначального плана перевозок). При этом 

ненулевые элементы xij плана перевозок будем записывать в 
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соответствующие пустые клетки транспортной таблицы с исходными 

данными задачи, а символом (i, j) будем обозначать клетку таблицы, 

содержащую информацию о перевозках груза от поставщика Ai  к 

потребителю B j . 
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Составление первоначального плана перевозок с помощью метода 
северо-западного угла 
 

Составление первоначального плана перевозок начнем с перевозки 

запасов поставщика A1 . Будем за счет его запасов максимально возможно 

удовлетворять заказы сначала потребителя B1 , затем B2  и так далее. Таким 

образом, мы будем заполнять таблицу, начиная с клетки (1,1), и двигаться 

вправо по строке до тех пор, пока остаток запасов поставщика A1 не окажется 

меньше заказа очередного потребителя. Для выполнения этого заказа 

используем остатки запаса первого поставщика, а недостающую часть 

добавим из запа-сов поставщика A2 , то есть переместимся на следующую 

строку таблицы по столбцу, соответствующему указанному потребителю. 

Далее аналогичным образом распределим запасы поставщика A2 , затем A3 и 

так далее. 

Проиллюстрируем это на следующем примере (Таблица 3.2). 

 

Таблица 3.2 

 

 
Распределяя запасы поставщика A1  сначала потребителю B1 , а затем B2 , 

получаем:  x11  = 100 ,  x12  = 40 . После этого у поставщика A1  остается еще 

20 единиц груза, а потребителю B3  нужно 80 единиц. Удовлетворим спрос 

потребителя B3 , отправив ему 20 единиц груза, оставшихся у поставщика A1 , 
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30 единиц груза от поставщика A2 и 30 единиц груза от A3 . Следовательно, 

x13 = 20 , x23 = 30 и x33 = 30 ,причем у поставщика A3 остается 60 последних 

единиц груза. Этот груз и отправим потребителю B4 . Таким образом x34 = 60 , 

все запасы груза вывезены и все потребители удовлетворены.Теперь мы 

можем подсчитать общую стоимость всех перевозок по данному плану: 

z = 4 ⋅100 + 8 ⋅ 40 + 10 ⋅ 20 + 2 ⋅ 30 + 6 ⋅ 30 + 5 ⋅ 60 = 1460 . 

Изложенный метод северо-западного угла прост в реализации, однако 

трудно надеяться, что он даст экономичный первоначальный план, поскольку 

при распределении перевозок мы совершенно не учитывали их стоимость. 

 
Составление первоначального плана перевозок с помощью метода 
наименьшей стоимости 

 

Построение плана начнем с клетки с наименьшим тарифом перевозок. 

При наличии нескольких клеток с одинаковыми тарифами выберем любую из 
 
них.  Пусть это будет клетка (i, j) .  Запишем в эту клетку элемент

xij  = min(ai , b j ) . Если ai < b j , то запасы поставщика Ai  исчерпаны, а потре-

бителю B j требуется еще b'j = b j − ai  единиц груза. Поэтому, не принимая
 

более во внимание i-ю строку, снова ищем клетку с наименьшей стоимостью 

перевозок и заполняем ее с учетом изменившихся потребностей. В случае ai 

> b j из рассмотрения исключается j-й столбец, а запасы Ai полагаются 

равными a'i = ai − b j . Продолжаем этот процесс до тех пор, пока все запасы 

не будут исчерпаны, а все потребности удовлетворены. 

        Необходимо отметить, что при наличии в таблице клеток с одинаковыми 
 

тарифами, планы, полученные с помощью этого метода, могут быть разными, 
 

однако они, несомненно, ближе к оптимальному плану, чем план, составлен- 
 

ный по методу северо-западного угла.     
 

       Сформируем теперь первоначальный план по методу наименьшей стои- 
 

мости и сравним результаты. 
 

      Поскольку наименьший тариф (число 2) стоит в клетке (2,3), 
 

то запишем в эту клетку элемент x23  = 30 . Тогда b'3 = 50 , а 2-ю строку таб- 
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лицы можно больше не учитывать. Среди оставшихся клеток имеются три 
 

клетки с наименьшим тарифом перевозок, равным 4:  (1,1); (3,1) и (3,2). Вы-
 

берем, например, клетку (1,1) и запишем в нее число x11  = 100 . Получаем, что 
 

a'1 = 60 , а 1-й столбец таблицы больше не рассматриваем. Теперь наимень- 
 

ший тариф, равный 4, проставлен в клетке (3,2), поэтому x32  = 40 , b'3 = 50 и
 

2-й столбец больше не нужен. Далее выбираем клетку (1,4) с тарифом 5 и 
 

пишем в нее x14 = 60 . Исключив из рассмотрения сразу 1-ю строку и 4-ый 
 

столбец (поскольку a'1 = b4  = 60 ), переходим к последней клетке (3,3), в ко- 
 

торую записываем перевозку x33  = 50 . 
 

    
  

 
 
 

 

Таблица 3.3 
 

 
 

 

Найдем суммарную стоимость перевозок по этому плану: 
 

z = 4 ⋅100 + 5 ⋅ 60 + 2 ⋅ 30 + 4 ⋅ 40 + 6 ⋅ 50 = 1220 . 
 

Сравнивая это значение со стоимостью плана, полученного по методу 

северо-западного угла, видим, что 1220 < 1460, то есть мы получили более 



39 

 

выгодный план перевозок. 

Вырожденные планы. Циклы и пополнение плана 

 

Прежде, чем перейти к анализу оптимальности планов и способам их 

улучшения, выясним, каким требованиям должны удовлетворять 

составляемые планы. Для этого вернемся к системе ограничений (3.1). В 

соответствии с определением плана перевозок у матрицы X = {xij } сумма 

элементов i-й стро 
 

ки равняется ai , i = 1, 2,..., m ,  а сумма элементов j-о столбца равняется 

b j , j = 1,2,..., n . Условие закрытости транспортной задачи a = b означает, что
 

среди m + n уравнений системы (3.1) независимыми являются только m + n −1 

уравнений, поэтому в любом базисном решении этой системы должно быть m 

+ n −1 базисных переменных. Поскольку свободные переменные в таком 

решении равны нулю, то в транспортной таблице им будут соответствовать 

пустые клетки. 
 

• Клетки таблицы, в которые записаны отличные от нуля перевозки, 

называются базисными, а остальные (пустые) - свободными.  
 

• План называется вырожденным, если количество базисных клеток в 

нем меньше, чем m + n −1.  
 

Если на каком-то этапе решения получился вырожденный план, то его 

необходимо пополнить, проставив в недостающем числе клеток нулевую 

перевозку и превратив, тем самым, эти клетки в базисные. Общий баланс и 

суммарная стоимость перевозок плана при этом не изменятся. Однако 

проводить пополнение плана, выбирая клетки произвольно, нельзя. Приведем 

условия, которым должен соответствовать пополненный план.  
 

• Циклом в транспортной таблице называется несколько клеток, со-

единенных замкнутой ломаной линией так, чтобы две соседние вершины ло-

маной были расположены либо в одной строке, либо в одном столбце. 

Ломаная линия может иметь точки самопересечения, но не в клетках цикла. 
·  

      •   План называется ациклическим, если его базисные клетки не 

содержат циклов. 
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Доказано, что оптимальные планы являются ациклическими, поэтому и 

первоначальный план также должен удовлетворять этому требованию. 
 

Заметим, что планы, полученные с помощью метода северо-западного 

угла и метода наименьшей стоимости, ациклические. 
 

Однако если план оказался вырожденным, то при его пополнении тре-

бование ацикличности необходимо учитывать. 
 

Возвращаясь к рассматриваемому примеру, видим, что первоначальный 

план, полученный по методу наименьшей стоимости, имеет 5 базисных кле-

ток, однако m + n −1 = 3 + 4 −1 = 6 . Значит, план нужно пополнить еще одной 

базисной клеткой. Попробуем выбрать для этого клетку (2,2). Соединив ба-

зисные клетки горизонтальными и вертикальными отрезками (рис.3.1), 

получаем: 

 

(1,1) –––––––––(1,4)          (1,1) ––––––––––– (1,4) 

(2,2) –– (2,3)  (2,3) –– (2,4)

      

(3,2) –– (3,3)  (3,2) –– (3,3) 

 рис.3.1  рис.3.2 

 

Видим, что пополненный таким образом план содержит цикл из клеток 

(2,2); (2,3); (3,3) и (3,2), следовательно, клетка (2,2) была выбрана неудачно. 

Взяв вместо нее клетку (2,4), получим ациклический план (рис. 3.2). Поэтому 

можно заполнить эту клетку, положив x24 = 0 . 

 

Проверка оптимальности плана и перераспределение поставок с помощью 

метода потенциалов 
 

Для анализа полученных планов и их последующего улучшения удобно 

ввести дополнительные характеристики пунктов отправления и назначения, 
 
называемые потенциалами. 
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Вычисление потенциалов 
 

Сопоставим каждому поставщику Ai   и каждому потребителю B j   ве- 
 

личины ui и v j соответственно так, чтобы для всех базисных клеток плана 

были выполнены соотношения 

ui  + v j  = cij ,  i = 1,2,..., m ,  j = 1,2,..., n . (3.2)

Поскольку число базисных клеток в плане равно  m + n −1 (вырожденные
 

планы должны быть предварительно пополнены), то для определения потен-

циалов получается система из m + n −1 уравнений с m + n неизвестными. 

Такая система имеет бесконечное множество решений. Нам требуется любое 

ее решение. Обычно для простоты полагают один из потенциалов равным 

нулю и затем вычисляют остальные. В транспортной таблице для потенциа- 

лов v1 , v2 ,..., vn   заводится дополнительные строка, а  для потенциалов

u1 , u2 ,..., un –  дополнительный столбец, куда проставляются найденные зна-

чения.     

   Проверка оптимальности плана 

 Для каждой свободной  клетки плана вычислим  разности

∆cij = cij  − (ui  + v j ) и запишем полученные значения в левых нижних углах
 

соответствующих клеток. Заметим, что для базисных клеток выполнено со-

отношение ∆cij = 0 , и этим фактом можно пользоваться для контроля пра- 
 

вильности нахождения потенциалов. 
 

План является оптимальным, если все разности ∆cij  ≥ 0 . 
 

В противном случае план можно улучшить следующим способом. 
 

Перераспределение поставок 
 

Найдем клетку с наибольшей по абсолютной величине отрицательной 

разностью ∆cij и построим цикл, в котором кроме этой клетки все остальные 

являются базисными. Такой цикл всегда существует и единственен. 

Заметим, что в новом плане суммы элементов по строкам и столбцам 

должны остаться прежними, поэтому изменение значения в одной клетке

цикла повлечет за собой соответствующие изменения значений во всех 
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остальных клетках этого цикла. Так как в свободной клетке значение будет 

увеличено, то проставим в ее правом нижнем углу знак ⊕ . Теперь пройдем 

по всей ломаной цикла, проставляя в правых нижних углах клеток поочеред-

но знаки «плюс в кружке» и «минус в кружке». 

Груз будет перераспределен по клеткам цикла на величину ∆x = min xij 
 

следующим образом. В клетках со знаком «плюс» значение перевозки нужно 

увеличить на величину ∆x , а в клетках со знаком «минус» – уменьшить на 

величину ∆x . Так как после пересчета у нас добавилась лишняя базисная 

клетка, то их количество необходимо сократить, убрав нуль в одной из кле-

ток цикла. Если таких клеток получилось несколько, то свободной делаем ту 

из них, в которой тариф перевозок максимален. 

           После этого полученный план проверяется на оптимальность описан-

ным выше способом. Перераспределение груза производится до тех пор, пока 

очередной план не станет оптимальным. На этом действие алгоритма 

завершается. 

           Покажем, как нужно пользоваться методом потенциалов, на примере 

первоначального плана, полученного выше по методу северо-западного угла. 

Вначале проверим, не является ли этот план вырожденным. Так как m + n −1 

= 3 + 4 −1 = 6 , и число базисных клеток в плане также равно 6, то план в 

пополнении не нуждается. Найдем потенциалы по базисным клеткам 

таблицы, положив u1 = 0 , 



43 

 

и занесем полученные значения в таблицу. Вычислим теперь разности ∆cij 
 

для свободных клеток и также проставим эти данные в левых нижних углах 
 

соответствующих клеток. В итоге получим следующую таблицу 3.4. 
 

       Т а б л и ц а 3.4 
 

запасы 
заказы B1 B2  B3  B4  

 

 
100 40 

 
80 

 
60 u  

    
 

     
 

  4  8 10  5  
 

A1 160 
100 40 

 
20 

  
0  

    

⊕ 

 

      – 4  
 

  4  6 2  3  
 

A2 30    
30 

  
– 8  

       
 

  8 6   2  
 

  4  4 6  5  
 

A3 90    
30 

 
60 – 4  

      
 

  4 0  ⊕    
 

 v 4 8  10  9  
 

Поскольку ∆c14  = −4 < 0 , то этот план не является оптимальным. Пере-
 

распределим груз по циклу, обозначенному в таблице 3.4 пунктиром, на вели-
 

чину ∆x = min(20,60) = 20 . Для этого в клетках со знаком «плюс» увеличим 
 

поставки на 20 единиц, а клетках со знаком «минус» – поставки на столько
 

же уменьшим. Для сохранения количества базисных клеток число 0 в клетке 
 

(1,3) не записываем, и она становится свободной.    
 

Вычислив потенциалы и разности ∆cij  для нового плана, видим, что сно-
 

ва есть отрицательная разность ∆c32  = −4 . Поэтому придется еще раз
 

улучшать план. С этой целью перераспределим груз по циклу, отмеченному в
 

таблице 5 пунктиром, на величину ∆x = min(40,40) = 40 . Так как в результате
 

в цикле получаются две клетки с нулевыми перевозками: (1,3) и (3,4) , то 
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сделаем свободной клетку (1,3), поскольку ее тариф перевозок больше. После 
 

перераспределения груза по циклу вычислим все необходимые разности ∆cij . 
 

                                                                                                                 Таблица 3.5 
 

запасы 
заказы  B1 B2  B3 B4  

 

  
100 40

 
80 60 u  

    
 

     
 

   4  8 10  5 
 

A1 160  
100 40 

  
20 0  

     
 

      4  ⊕ 
 

   4  6 2  3 
 

A2 30     
30 

 
– 4  

       
 

   4 2   2  
 

   4  4 6  5 
 

A
3 90     50 40 0 

 

       

   0 – 4 ⊕ ⊕   
 

 v  4 8  6 5  
 

Как видим, все ∆cij неотрицательны, значит, план оптимален (табл. 3 6). 
 

             Таблица 3.6 
 

 

запасы 
заказы B1 B2 B3 B4   

 

 
100 40 

 
80 60 u  

 

    
 

     
 

   4 8 10  5  
 

A1 160 
100 

   
60 0 

 
 

      
 

   4  4    
 

   4 6 2  3  
 

A2 30    
30 

 
– 4 

 
 

       
 

  4 6  2   
 

   4 4 6  5  
 

A 90     
0 

  
 

3   40  50 0  
 

      
 

  0   0    
 

 v 4 4  6 5   
 



45 

 

Пример решения типовой транспортной задачи 

 

Задача.  На складах трех поставщиков A1 , A2 , A3 хранится 300, 250 и 200 

единиц одного и того же груза. Этот груз требуется доставить четырем 

потребителям B1 , B2 , B3 и B4 , заказы которых составляют 220, 150, 250 и 180 
 

единиц груза соответственно. Стоимости перевозок cij единицы груза с i-го 

склада j -му потребителю указаны в правых верхних углах соответствую-щих 

клеток транспортной таблицы 7. 
 

     Таблица 3.7
 

 заказы B1 B2 B3 B4 
 

запасы 
220 150 250 180 

 

  
 

A
1 

 4 5 3 6 
 

300     
 

A2 

 7 2 1 5 
 

250     
 

  6 1 4 2 
 

A3 200     
 

 
 
 

Составить такой план перевозок груза, при котором общая стоимость 

всех перевозок была бы минимальной. 
 

Решение. Поскольку суммарный запас груза а = 300 + 250 + 200 = 750 

меньше суммарной потребности b = 220 + 150 + 250 + 180 = 800, то рассмат-

риваемая транспортная задача является открытой. Сведем ее к закрытой, до-

бавив фиктивного поставщика A'4 с нулевыми тарифами перевозок и запа- 
 

сом груза a'4 = b − a = 50 . 
 

Составим первоначальный план перевозок с помощью метода наи-

меньшей стоимости, заполняя клетки в следующем порядке: 
 

(4,2)  → (3,2)  → (2,3)  → (3,4)  → (1,1)  → (1,4). 
 

Получим таблицу 3.8. 
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     Таблица 3. 8
 

запасы 
заказы B1 B2 B3 B4 

 

 220 150 250 180  

  
 

A1 300 

4 5 3 6 
 

220 
  

80 
 

    
 

A
2 

 7 2 1 5 
 

250   250  
 

      

  6 1 4 2 
 

A
3 200  100  100  

     

A'4 50 

0 0 0 0 
 

 
50 

  
 

     
 

 

Перейдем к анализу полученного плана. Заметим, что в этой задаче m + n 

− 1 = 4 + 4 − 1 = 7 , а число занятых клеток в имеющемся плане равно 6. 

Значит, необходимо пополнить план еще 1 клеткой, записав в ней 0 , так, 

чтобы пополненный план получился ациклическим. Выберем для этой цели, 

например, клетку (4,3). 
 

Вычислим потенциалы по базисным клеткам плана 

 

 
и вычислим для свободных клеток разности 
 

∆cij  = cij  − (ui  + v j ) . 

 

Получим таблицу 3. 9. 
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         Таблица 3.9 
 

 потребности  B1 B2 B3  B4  
 

запасы 
220 150 

 
250 

 
180 u  

    
 

     
 

   4  5 3   6 
 

A
1 300 220     80 0  

      

    0 – 2 ⊕    
 

   7  2 1   5 
 

A2 250     
250 

  – 4 
 

         
 

  7  1   3  
 

   6  1 4   2 
 

A3 
200 

  
100 

   
100 

– 4 
 

      

⊕ 
 

  
6 

  
3 

   
 

        
 

   0  0 0   0 
 

A'4 
50 

  
50 

 
0 

  – 5 
 

   

⊕ 

   
 

  1    – 1   
 

 v  4 5  5  6  
 

Поскольку среди чисел ∆cij есть отрицательные, то перераспределим
 

груз на величину         
  

∆x = min(80,100,0) = 0 
 

по циклу, обозначенному пунктиром. Клетка (1,3) станет базисной вместо 

клетки (4,3), и мы получим таблицу 3.10. 
 

План, указанный в таблице 3.10, не является оптимальным, поскольку 

 

∆c22  = ∆c44  = −1 < 0 . 

 

Улучшим этот план с помощью перераспределения поставок по циклу, 

обозначенному в таблице 3.10 пунктиром, на величину 

 

∆x = min(100,50) = 50 . 

 

Получим таблицу 3.10. 
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Таблица 3.10 
 

запасы 
заказы  B1  B2 B3 B4     

 

                    

  

220 
 

150 
  

250 180 
   u  

          
 

            

                     
 

     4   5   3   6   
 

A1 

                     

 
300 

 
220 

      
0 

  
80 

   
0  

              
 

      0              
 

     7   2   1   5   
 

A2 

 

250 

                 

– 2 

 

          
250 

     
 

                  
 

   5  – 1         1      
 

     6   1   4   2   
 

A3 

                   

– 4 

 

 
200 

    
100 

     
100 

   
 

               
 

   
6

   ⊕ 
5 

        
 

               
 

     0   0   0   0  
 

A'4 

 

50 

    

50 

           

– 5 

 

                
 

              

⊕ 
 

 

   

1 
        

2 
  

– 1 
 

 

              
 

  v  4   5     3   6      
 

                     
 

 
 

В таблице 3.11 перераспределение осуществляется по ступенчатому циклу.  
 
                                                                                                         Таблица 3.11  
 

запасы 
заказы B1  B2 B3 B4     

 

                   

 

220 
 

150 
  

250 
  

180 
   u  

           
 

            
 

                    
 

    4   5   3    6   
 

A1 

 

300 

       

0 

         
 

 
220 

        
80 

    
0  

               
 

     
0

    ⊕  
      

 

               
 

    7   2   1    5   
 

A2 

 

250 

                

– 2 

 

        
250 

       
 

                  
 

   
5 

 
– 1 ⊕ 

    
1 

     
 

             
 

    6   1   4    2   
 

A3 

             

50 

    

– 4 

 

 
200 

   
150 

          
 

            

⊕ 
 

 

   
6 

      
5 
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     0  0  0   0   
 

 

A'4 
50 

        

50

 

– 6 

 
 

           
 

             
 

    2  1  3       
 

  v  4 5 3  6    
 

               
 

 
 

После еще одного перераспределения поставок на величину ∆x = 80 , 

получим таблицу 3.12. 

Таблица 3.12 
 

запасы 
заказы B1 B2 B3 B4   

 

              

 

220 150 250 180 
 u  

    
 

     
 

               
 

    4  5  3   6  
 

A1 

 

300 

            
 

 
220 

   
80 

     
0 

 

          
 

     1      1    
 

    7  2  1   5  
 

A2 

 

250 

           

– 2 

 

   
80 

 
170 

   
 

          
 

   5        2    
 

    6  1  4   2  
 

A3 

 

200 

           

– 3 

 

   
70 

    
130 

 
 

          
 

   5     4       
 

    0  0  0   0  
 

A'4 

 

50 

        

50 

  

– 5 

 

           
 

   

1 
 

1 
  

2 
     

 

            
 

  v 4  4   3   5    
 

               
 

 

Заметим, что после каждого перераспределения груза производились 

вычисления потенциалов и разностей ∆cij для полученного плана, и эти 

данные проставлялись в таблицу. 

В таблице 3.12 все разности ∆cij  ≥ 0 , следовательно, план оптимален. 

Таким образом, 
 

  220 0 80 0  
 

X
 опт = 0 80 170 0 

.
 

 

  

0 70 0 130 
 

 

   
 

 



50 

 

Фиктивный груз a'4 = 50  в таблице 3.12 означает, что потребителю B4 

будет недопоставлено 50  единиц груза. 
 

Найдем суммарную стоимость перевозок по оптимальному плану: 
 

3 4 

zmin  = ∑∑cij xij  = 4 ⋅ 220 + 3 ⋅ 80 + 2 ⋅ 80 + 1⋅170 + 1⋅ 70 + 2 ⋅130 =1780 .  
i =1  j =1 
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Решение транспортной задачи средствами MS Excel 
 

Пусть имеются m пунктов отправления и n пунктов назначения для перевозки 

однородного вида продукции. Стоимость перевозки единицы продукции с i-гo 

пункта отправления в j-й пункт назначения приведена в таблице, где под строкой 

понимается пункт отправления, а под столбцом - пункт назначения. Кроме того, в 

этой таблице в i-той строке указан объем продукции в i-м пункте отправления, а в j-

м столбце указан спрос в j-м пункте назначения. Необходимо составить 

оптимальный план перевозок по доставке требуемой продукции в пункты 

назначения, минимизируя суммарные транспортные расходы. 

 

 
Стоимость перевозки единицы 

продукции 

Объем готовой 

продукции 

9 7 4 2 50 

4 2 3 6 40 

8 7 2 4 30 

5 3 9 7 20 

4 8 3 2 10 

 спрос на продукц.  60 40 30     

 

Так как задача является несбалансированной (суммарный спрос превышает 

суммарный объем готовой продукции) в таблицу следует добавить фиктивный 

пункт отправления. 

Для нахождения оптимального плана перевозок будем использовать диапазон 

B13:E18. Значение целевой функции запишем в ячейку С21 в которую введем 

формулу =СУММПРОИЗВ(B3:E8;B13:E18). Функция СУММПРОИЗВ перемножает 

соответствующие элементы заданных массивов и возвращает сумму произведений. 

Для вычисления плановых объемов используется функция СУММ. Функция СУММ 

суммирует все числа в интервале ячеек. 

Потом следует выбрать пункт меню Данные/Поиск решения: 
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Открывается диалоговое окно Поиск решения. В нём устанавливаем, целевую 

ячейку С21 равной минимальному значению, изменяя ячейки B13:E18. Далее 

нажимаем кнопку Добавить для добавления ограничений и добавляем следующие 

ограничения: 

 

 

 Неотрицательность 

 

Спрос на продукцию 

 

Объем готовой продукции 
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После ввода каждого ограничения нажимаем кнопку Добавить. После ввода 

последнего ограничения нажимаем кнопку OK. И диалоговое окно Поиск решения 

принимает следующий вид: 

 

Нажмем кнопку Выполнить и откроется диалоговое окно Результаты поиска 

решения.  

 

Выбираем создание отчётов всех типов. После нажатия кнопки OK в рабочей 

книге появляются новые листы с названиями: «Отчет по результатам 1», «Отчет по 

устойчивости 1», «Отчет по пределам 1». Получаем следующие результаты: 
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Стоимость перевозки единицы   

продукции 
объем готовой 

продукции 

9 7 4  50 

4 2 3  40 

8 7 2  30 

5 3 9  20 

4 8 3  10 

0 0 0    10 

спрос на 

продукцию 30 60 40 30     

 перевозок 
объем готовой 

продукции 

10 0 10 30 50 

0 40 0 0 40 

0 0 30 0 30 

0 20 0 0 20 

10 0 0 0 10 

10 0 0 0 10 

спрос на 

продукцию 30 60 40 30 

стоимость 430 

 

Таким образом, была решена транспортная задача средствами надстройки MS 

Excel «Поиск решения». Оптимальное решение получено, все ограничения задачи 

выполнены. 
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4. Модели сетевого планирования и управления 
Общие сведения о графах и сетях 
 

Понятие графа (graph) обычно связывают с именем великого математика 

Леонарда Эйлера, который в первой половине XVIII века решил ряд задач, 

связанных с использованием этого понятия, и в частности знаменитую задачу о 

«кенигсберских мостах» (1736г.). Суть этой задачи состоит в том, чтобы пройти 

лишь один раз по каждому из семи мостов, соединяющих берега и два острова 

реки Прегель, на которых расположен г. Кенигсберг (ныне г. Калининград), 

побывав, таким образом, во всех районах города и вернувшись в исходную 

точку. 

Исследуя данную частную задачу, Эйлер получил ряд интересных 

математических результатов более общего характера, заложив, тем самым, 

основы теории графов.  

Как самостоятельная научная математическая дисциплина теория графов 

сформировалась спустя два столетия, в 1930-х гг. (термин «граф» впервые был 

введен Д. Кенигом в 1936 г.), и с того времени развивается и находит широкое 

применение во многих областях науки и техники. В частности, теория графов 

используется при решении ряда экономико-математических задач, связанных с 

планированием и управлением разработкой сложных проектов, задачей о 

назначениях, задачей календарного планирования и т.д. 

Геометрически граф представляет собой множество точек (вершин 

графа), соединенных отрезками линий (ребрами графа). Математически граф 

определяется следующим образом: граф G(V , E) задан, если задано непустое 

множество V (вершин графа) и множество E (ребер графа) и каждому элементу 

множества E поставлена в соответствие упорядоченная пара (i, j) элементов 

множества V . 

На рис. 4.1 дан пример графа, вершины которого образуют множество 

V={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, а ребра − множество пар Е={(1,2), (1,3), (2,4), (2,5), (3,6), 

(4,5), (4,6), (4,7), (5,7), (6,8), (7,8)}. 

Математически структура графа может быть представлена с помощью 

двух типов матриц − матрицы смежности и матрицы инцидентности. Матрица 

смежности используется для описания структуры как неориентированного, так 

и ориентированного графа; матрица инцидентности − для описания структуры, 

главным образом, ориентированного графа. 

Матрицей смежности графа G(V , E) называется квадратная матрица  A с 

размерами n × n , в которой элементы aij , стоящие на пересечении i -й строки и 

j -го столбца, численно равны количеству ребер, соединяющих вершины i и j . 

Очевидно, в матрице смежности любого графа содержится вся информация о 

его структуре. 
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Рис. 4.1 Пример связного графа 

Вершина графа называется четной, если в ней сходится четное число 

ребер, и нечетной, если число сходящихся в ней ребер нечетно. Число ребер, 

сходящихся в вершине графа, называется степенью (порядком) этой вершины. 

           Если вершины i и j принадлежат ребру e = (i, j) , то говорят, что ребро 

e инцидентно вершинам i и j , а также, что вершины i и j инцидентны ребру 

e . При этом вершины i и j называют смежными. Вершина, не инцидентная

никакому ребру, называется изолированной. 

Матрицей инцидентности орграфа G(V , E) называется матрица A с 

размерами m × n ( m − количество вершин, n − количество дуг графа), значение 

элементов которой определяются следующим образом: 

 

           1, если i − я вершина является началом j − й дуги;  

aij = −1, если i − я вершина является концом j − й дуги; 

           0, если i − я вершина и j − я дуга не инцидентны. 

 

Если i -я вершина является одновременно и началом и концом j -й дуги, 

т.е. j -я дуга является петлей, то в качестве значения элемента aij матрицы ин-

цидентности можно использовать 2. 

Цепью в графе G(V , E) называется последовательность ребер (e1, e2 , ..., 

em ) такая, что два соседних ребра ei , ei +1 имеют общую вершину. Цепь, 

связывающую две вершины графа i и j , обозначают S(i, j) . Например, 

последовательность ребер S(2, 3) = ((2, 4), (4, 6), (6, 3)) образует цепь, связы-

вающую вершины 2 и 3. 

Граф называется связным, если любые две его вершины можно соединить 

цепью (см. рис. 4.1 выше). Граф называется конечным, если множество ребер 

его конечно. Примером бесконечного графа может служить прямоугольная 

сетка, заданная на плоскости. 

Цепь можно задавать последовательностью вершин, через которые она 

проходит, например, S(2, 3) = (2, 4, 6, 3) . Длиной цепи называется число ребер 

ее составляющих. Длина рассматриваемой цепи S(2, 3) равна 3. 

Цепь, у которой начальная вершина совпадает с конечной, называется 

циклом. Примером цикла в графе, показанном на рис. 4.1, является сеть 

S(2, 2) = (2, 4, 5, 7, 8, 6, 3, 1, 2). 

Цикл называется эйлеровым, если он проходит через каждое ребро 
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связного графа только один раз. Цикл называется гамильтоновым, если он 

проходит через каждую вершину связного графа только один раз. 

Теорема Эйлера. В любом конечном связном графе, все вершины 

которого четны, существует цикл, в котором каждое ребро графа участвует 

ровно один раз. 

В соответствии с формулировкой данной теоремы, задача о 

кенигсберских мостах не имеет решения, поскольку, приняв участки суши в 

качестве вершин связного графа, а мосты − в качестве его ребер, обнаруживаем, 

что все вершины графа являются нечетными. 

Аналогично, в ряде практических ситуаций требуется проверить, 

допускает ли рассматриваемый граф гамильтонов цикл. Данная задача, 

несмотря на простоту постановки, принадлежащей У. Гамильтону, оказалась 

чрезвычайно трудоемкой. 

Известной практической задачей, связанной с построением 

гамильтоновых циклов в графе, является задача о коммивояжере, в которой 

нужно найти кратчайший путь, проходящий через заданные пункты (все 

расстояния известны) и возвращающийся в исходный пункт. 

Важный класс графов составляют так называемые деревья. Деревом (tree) 

называется связный граф, который не имеет циклов. У дерева число вершин на 

единицу больше, чем число ребер. Одной из практических задач, 

использующей понятие дерева и относящейся к области принятия решений, 

является выбор направлений дальнейших действий с помощью так называемого 

дерева решений. Применение дерева решений предполагает применение таких 

понятий как «вероятность» и «математическое ожидание» случайной величины. 

Если для каждого ребра e = (i, j) в графе G(V , E) существенным является 

порядок расположения их концов, то такие ребра считаются ориентированными 

и называются дугами. Ориентация (направление) каждой из дуг обозначается 

стрелкой, которая направлена из вершины i (начала дуги) в вершину j (конец 

дуги). Граф, все вершины которого связаны дугами, называется 

ориентированным (орграфом). Пример ориентированного графа показан на 

рис. 4.2. 

 

Рис. 4.2. Пример ориентированного графа 

  
В ориентированных графах можно рассматривать как неориентированные 

цепи и циклы, не принимая во внимание ориентацию ребер, так и 

ориентированные, в которых все ребра проходятся в направлении их 

ориентации. Ориентированную цепь называют в этом случае путем, а 
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ориентированный цикл − контуром. Если контур образован одной вершиной и 

одной дугой, он называется петлей. 

Граф называется сильно связным, если любые две его вершины i и j 

можно соединить путем, идущим из i в j . Граф, представленный на рис. 4.2, не 

является сильно связным (например, вершину 5 нельзя соединить путем ни с 

одной другой вершиной графа). В то же время этот граф связен, так как любая 

пара его вершин может быть соединена цепью (в которой ориентация дуг не 

учитывается). 

Два графа G(V , E) и G
'
 (V 

'
 , E

'
 ) называются изоморфными, если 

множествами их вершин V и V 
'
  существует такое взаимно однозначное 

соответствие, при котором вершины в одном из графов соединены дугами в том 

и только том случае, когда соединены соответствующие им вершины в другом 

графе (направления дуг при этом должны соответствовать друг другу). 

Граф, элементам которого поставлены в соответствие некоторые пара-

метры, называется сетью. Параметры могут быть заданы на таких элементах, 

как вершины, дуги, подмножества вершин и дуг. 

 

Назначение и области применения сетевого планирования и  
управления 

 

Планирование сложных процессов потребовало создания специальных 

методов сетевого планирования и управления (СПУ). В основе методов СПУ 

лежит применение сетевых графиков. Первые системы СПУ, использующие 

сетевые графики, появились в конце 1950-х годов в США и ныне известны по 

аббревиатурам CPM (Critical Path Method − метод критического пути) и PERT 

(Program Evaluation and Review Technique − метод анализа и оценки программ).  
Историческая справка. В 1956 г. М. Уолкер из фирмы «Дюпон», работая 

над повышением эффективности использования принадлежащей фирме ЭВМ 

Univac, объединил свои усилия с Д. Келли из группы планирования 

капитального строительства фирмы «Ремингтон Рэнд». Они попытались 

использовать ЭВМ для составления планов-графиков крупных комплексов 

работ по модернизации заводов концерна «Дюпон». В результате был создан 

рациональный и простой метод описания проекта с использованием ЭВМ. 

Первоначально он был назван методом Уолкера-Келли, а позже получил 

название Critical Path Method (CPM) − метод критического пути. 

Параллельно (и независимо от Уолкера и Келли) в ВМС США был создан 

аналогичный метод, получивший название Program Evaluation and Review 

Technique (PERT) − метод анализа и оценки программ. Данный метод был 

разработан корпорацией «Локхид» и консалтинговой фирмой «Буз, Аллен энд 

Гамильтон» для реализации проекта разработки ракетной системы «Поларис», 

который состоял из 60 тыс. операций и объединял около 3800 основных 

подрядчиков. Использование метода PERT позволило руководству программы 

точно знать, что требуется делать в каждый момент времени и кто именно 
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должен это делать, а также вероятность своевременного завершения отдельных 

операций. Руководство программой оказалось настолько успешным, что проект 

удалось завершить на два года раньше запланированного срока. 

В бывшем СССР работы по сетевому планированию начались в 1960-х 

годах. В то время методы СПУ получили широкое распространение в 

строительстве и научных разработках, в дальнейшем они стали использоваться 

и в других отраслях народного хозяйства. 

СПУ основано на моделировании процесса с помощью сетевого графика 

и представляет собой совокупность расчетных, организационных и 

контрольных мероприятий по планированию и управлению комплексом работ. 

Комплекс работ (комплекс операций, или проект) − любая достаточно 

сложная задача, решение которой требует выполнения большого количества 

разнообразных работ (например, строительство здания, корабля, самолета или 

любого другого сложного объекта). 

Система СПУ позволяет : 

- формировать календарный план реализации некоторого комплекса работ;  
- выявлять и мобилизовывать резервы времени, трудовые, материальные и 

денежные ресурсы;  
- осуществлять управление комплексом работ по принципу «ведущего звена» с 

прогнозированием и предупреждением возможных срывов в ходе работ;  
- повышать эффективность управления в целом при четком распределении 

ответственности между руководителями разных уровней и исполнителями 

работ. 
Для составления плана по реализации комплекса работ необходимо 

составить его математическую модель, в качестве которой в данном случае 

выступает сетевая модель. 

 

Основные понятия сетевой модели 
 

Сетевая модель − это план выполнения некоторого комплекса работ, 

заданный в специфической форме сети (дугам поставлены в соответствие 

интервалы времени), графическое изображение которой называют сетевым 

графиком. 

Главными элементами сетевой модели являются события и работы. 

Термин работа используется в СПУ в широком смысле.  

Во-первых, это действительная работа − протяженный во времени 

процесс, требующий затрат ресурсов (например, сборка изделия, испытание 

прибора и т.п.). Каждая действительная работа должна быть конкретной, четко 

описанной и иметь ответственного исполнителя. 

Во-вторых, это ожидание − протяженный во времени процесс, не тре-

бующий затрат труда (например, процесс сушки после покраски, отвердения 

бетона и т.п.). 

В-третьих, это зависимость, или фиктивная работа, − логическая связь 

между двумя или несколькими работами (событиями), не требующими затрат 

труда, материальных ресурсов или времени. Она указывает, что возможность 
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выполнения одной работы непосредственно зависит от результатов другой. 

Продолжительность фиктивной работы принимается равной нулю. 

Событие − это момент завершения какого-либо процесса, отражающий 

отдельный этап выполнения проекта. Событие может быть частным 

результатом отдельной работы или суммарным результатом выполнения 

нескольких работ. Событие может свершиться только тогда, когда закончатся 

все работы, ему предшествующие. Последующие работы могут начаться только 

тогда, когда событие свершится. Таким образом, события имеют двойственный 

характер: для всех непосредственно ему предшествующих работ оно является 

конечным, а для всех непосредственно следующих за ним − начальным. При 

этом предполагается, что событие не имеет продолжительности и 

свершается как бы мгновенно. Поэтому каждое событие, включаемое в сетевую 

модель, должно быть полно, точно и всесторонне определено, его 

формулировка должна включать в себя результат всех непосредственно 

предшествующих ему работ. 

Среди событий сетевой модели выделяют исходное и завершающее 

события. Исходное событие не имеет предшествующих работ и событий, а 

завершающее − последующих работ и событий. 

Сетевая модель графически представляется в виде ориентированного 

графа, вершины которого являются событиями, а дуги − работами. Пример 

элементарного фрагмента сетевого графика приведен на рис. 4.3. 

 
Рис. 4.3. Элементарный фрагмент сетевого графика 

 

Необходимо отметить, что принцип построения сетевого графика может 

отличаться от описанного выше и основанного на сети вида «события−работы». 

Сетевой график может быть представлен сетью вида «работы−связи», вершины 

которой обозначают работы, а дуги − связи между работами, определяющими 

порядок их выполнения (рис. 4.4). 

 

Рис. 4.4. Фрагмент сетевого графика вида «работы-связи» 

 

Следует отметить, что сетевой график «работы−связи» в отличие от 

графика «события−работы» обладает известными преимуществами: не 

содержит фиктивных работ, имеет более простую технику построения и 

перестройки, использует хорошо знакомое исполнителям понятие «работа», не 
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включая менее очевидного понятия «событие». Вместе с тем сети без 

использования событий оказываются более громоздкими, так как событий 

обычно значительно меньше, чем работ (показатель сложности сети, равный 

отношению числа работ к числу событий, как правило, существенно больше 1). 

Поэтому эти сети менее эффективны с точки зрения управления комплексом 

работ и не получили достаточно широкого распространения. 

 

Порядок и правила построения сетевых графиков 
 
Сетевые графики составляются на начальном этапе планирования путем 

разбиения планируемого процесса на отдельные работы, составления перечня 

работ и событий, установления их логической связи и последовательности 

выполнения, закрепления ответственных исполнителей за отдельными 

работами, оценки (совместно с ответственными исполнителями) длительности 

каждой работы.  

После построения первоначального сетевого графика выполняется его 

упорядочивание, рассчитываются параметры событий и работ, определяются 

резервы времени и критический путь, проводится анализ и оптимизация. После 

этого сетевой график может быть построен заново с использованием 

рассчитанных параметров для событий и работ. 

При построении сетевых графиков необходимо соблюдать следующие 

правила : 

1. В сетевой модели не должно быть «тупиковых» событий, т.е. событий, из 

которых не выходит ни одна работа, за исключением завершающего 

события.  

2. В сетевом графике не должно быть «хвостовых» событий, т.е. событий, 

которым не предшествует хотя бы одна работа, за исключением 

исходного.  

3. В сети не должно быть контуров и петель, т.е. путей, соединяющих 

некоторые события с ними же самими.  

4. Любые два события должны быть непосредственно связаны не более чем 

одной работой (стрелкой). Чтобы выполнить это требование, в некоторых 

случаях приходится вводить фиктивное событие и фиктивную работу, 

изображаемую на графике пунктирной линией.  

5. В сети рекомендуется иметь одно исходное и одно завершающее событие.  

 
Упорядочение сетевого графика 
 

Упорядочение сетевого графика заключается в таком расположении 

событий и работ, при котором для любой работы предшествующее ей событие 

расположено левее и имеет меньший номер по сравнению с завершающим эту 

работу событием. Другими словами, в упорядоченном сетевом графике все 

работы-стрелки направлены слева направо: от событий с меньшими номерами к 

событиям с бóльшими номерами. 

Предположим, что при составлении некоторого проекта выделено 12 
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событий, обозначенные соответственно 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, и 24 

связывающие их работы: (0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 4), (1, 5), (2, 3), (2, 5), (2, 

7), (3, 6), (3, 7), (3, 10), (4, 8), (5, 8), (5, 7), (6, 10), (7, 6), (7, 8), (7, 9), (7, 10), (8, 

9), (9, 11), (10, 9), (10, 11). Требуется составить и упорядочить сетевой график. 

Как следует из представленного перечня работ, исходным событием 

сетевого графика является событие 0 (ему не предшествуют никакие работы), а 

завершающим событием − 11 (за ним не следует ни одна работа). Поскольку 

изменение времени на сетевых графиках полагается слева направо, то событие 

0 поместим в левую часть графика, а событие 11 − в правую часть. Между 

этими крайними событиями разместим промежуточные события в некотором 

порядке, который соответствует их номерам, и свяжем работами-стрелками 

согласно приведенному перечню работ (рис. 4.5). 

 

 
Рис. 4.5. Неупорядоченный сетевой график 

 

Построенный сетевой график не является полностью упорядоченным. 

Выполним его упорядочение, для чего условно разобьем сетевой график на 

несколько вертикальных слоев, обводя каждый слой пунктирными линиями и 

обозначая его римскими цифрами (рис. 4.6). 
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Рис. 4.6. Сетевой график с разбивкой по слоям 

 

Поместив начальное событие 0 в слое I, мысленно вычеркнем из графика 

это событие и все выходящие из него работы-стрелки. Тогда без входящих 

стрелок останется событие 1, образующее слой II. Вычеркнув мысленно собы-

тие 1 и все выходящие из него работы, увидим, что без входящих стрелок оста-

ются события 4 и 2, которые образуют III слой. Продолжая указанную 

процедуру вычеркивания, получим IV слой с событиями 5 и 3, V слой − с 

событием 7, VI слой − с событиями 8 и 6, VII слой − с событием 10, VIII слой − 

с событием 9 и, наконец, IX слой − с событием 11. 

Из полученного сетевого графика видно, что первоначальная нумерация 

событий не совсем правильна: событие 6 содержится в VI слое и имеет номер, 

меньший, чем событие 7 из V слоя. То же самое можно сказать о событиях 9 и

10. 

Изменим нумерацию событий в соответствии с их расположением на 

графике (рис. 4.6) и получим упорядоченный сетевой график (рис. 4.7), на 

котором над стрелками указана продолжительность соответствующих работ (в 

сутках). 

 
Рис. 4.7. Упорядоченный сетевой график 



64 

 

 

Примечание. Порядок нумерации событий, расположенных в одном 

вертикальном слое, принципиального значения не имеет, так что нумерация 

одного и того же сетевого графика может быть неоднозначной. 

Одним из важнейших понятий сетевого графика является понятие пути. 

Путь − любая последовательность работ, в которой конечное событие каждой 

работы совпадает с начальным событием следующей работы. Среди различных 

путей сетевого графика наибольший интерес представляет полный путь L − 

любой путь, начало которого совпадает с исходным событием сети, а конец − с 

завершающим. 

Наиболее продолжительный путь в сетевом графике называется 

критическим. Критическими называются также работы и события, 

расположенные на этом пути. 

Для сетевого графика, приведенного на рис. 4.7, полными путями 

являются: путь 0→1→2→7→10→11 продолжительностью 8+9+3+5+13=38 сут., 

путь 0→1→3→4→6→10→11 продолжительностью 8+4+10+3+5+13=43 сут., 

путь 0→3→4→7→10→11 продолжительностью 13+10+8+5+13=49 сут., путь 

0→5→6→10→11 продолжительностью 9+9+5+13=36 суток и т.д. Число полных 

путей в данном сетевом графике равняется 64. Путь 0→3→5→6→9→10→11, 

имеющий самую большую продолжительность 13+7+9+13+6+13=61 сут., 

является критическим. Таким образом, для выполнения проекта потребуется 61 

сутки, т.е. время которое требуется для прохождения критического пути. 

Определив критический путь, тем самым установили критические 

события сети 0, 3, 5, 6, 9, 10, 11 и критические работы (0, 3), (3, 5), (5, 6), (6, 9), 

(9, 10), (10, 11). 

Критический путь имеет особое значение в системе СПУ, так как работы 

этого пути определяют общую продолжительность работы над проектом. Для 

сокращения продолжительности проекта необходимо в первую очередь 

сокращать продолжительность работ, лежащих на критическом пути. 

Следует отметить, что традиционный вид сетевого графика, дающий 

четкое представление о порядке следования работ, не предусматривает 

использования масштаба времени, что не позволяет сразу определить те 

работы, которые должны выполняться в каждый данный момент времени. 

Поэтому сетевой график рекомендуется дополнять линейной диаграммой 

(называемой также графиком привязки) проекта, пример которой для 

рассматриваемого сетевого графика показан на рис. 4.8. 

При построении линейной диаграммы проекта каждая работа 

изображается параллельным оси времени отрезком, длина которого равна 

продолжительности этой работы. Фиктивная работа, имеющая нулевую 

продолжительность (в рассматриваемом сетевом графике фиктивных работ 

нет), на линейной диаграмме обозначается точкой. События i и j , начало и 

конец работы (i, j) , помещают соответственно в начале и конце отрезка. 

Отрезки располагают один над другим, снизу вверх в порядке возрастания 

индекса i , а при одном и том же значении i − в порядке возрастания индекса j 

(на рис. 4.8 из-за ограниченности места часть работ изображена многоточием). 
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Рис. 4.8. Линейная диаграмма проекта 

 

По линейной диаграмме проекта можно определить критическое время, 

критический путь, а также резервы времени всех работ. Критическое время 

комплекса работ равно координате на оси времени самого правого конца всех 

отрезков диаграммы: 

tкр = t(11) = 61(сут.) . 

 

Для определения критического пути рассматриваем работы-отрезки, 

конечные события которых совпадают с завершающим событием сетевого 

графика: в данном случае это отрезки (9, 11) и (10, 11). Выбираем отрезок (10, 

11), поскольку он имеет более поздний срок завершения. Затем находим 

отрезок (9, 10), правый конец которого лежит на одной вертикали t(10) с 

левым концом отрезка (10, 11). Аналогично определяем и другие отрезки 

критического пути: (6, 9), …, (0, 3) (на рис. 4.8 они выделены жирными 

линиями). 
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Временные параметры сетей 
 

В табл. 4.1 приведены основные временные параметры сетевых графиков. 
 

  Таблица 4.1 
 

    

Элемент сетевого  Условное 
 

графика, характе- Наименование параметра обозначение 
 

ризуемый пара-  параметра 
 

метром   
 

    

 Ранний срок свершения события tр (i) 
 

    

Событие i 
Поздний срок свершения события tп (i) 

 

Резерв времени события R(i) 
 

 
 

    

 Продолжительность работы t(i, j) 
 

    

 Ранний срок начала работы tрн (i, j) 
 

    

 Ранний срок окончания работы tро (i, j) 
 

    

 Поздний срок начала работы tпн (i, j) 
 

Работа (i, j) Поздний срок окончания работы tпо (i, j) 
 

 Полный резерв времени работы Rп (i, j) 
 

 Частный резерв времени работы первого вида R1 (i, j) 
 

 

Частный резерв времени работы второго вида 

или Rс (i, j) 
 

  свободный резерв времени работы  
 

    

 Независимый резерв времени работы Rн (i, j) 
 

 Продолжительность пути t(L) 
t(L) 

Путь L Продолжительность критического пути 

t
кр 

 

 Резерв времени пути R(L) 
tкр  

 
Рассмотрим содержание и способы расчета указанных временных 

параметров сетевого графика. Начнем с параметров событий. Как уже 

отмечалось, событие не может наступить прежде, чем завершатся все 

предшествующие работы. Поэтому ранний (или ожидаемый) срок t р (i) 

свершения i -го события определяется продолжительностью максимального 

пути, предшествующего этому событию: 

tр (i) = max t(Lпi ) ,          (4.1) 
L
пi  



67 

 

где Lпi − любой путь, предшествующий i -му событию, т.е. путь от исходного 

до i -го события сети. 
 

Если событие j имеет несколько предшествующих путей, а 

следовательно несколько предшествующих событий i , то ранний срок 

свершения события j рассчитывается по следующей формуле: 
 

tр ( j) = max [t р (i) + t(i, j)] .     (4.2) 

i, j  

Задержка свершения события i по отношению к своему раннему сроку 

не отразится на сроке свершения завершающего события (а значит, и на сроке 

выполнения комплекса работ) до тех пор, пока сумма срока свершения этого 

события и продолжительности (длины) максимального из последующих за 

ним путей не превысит длины критического пути. 

Поэтому поздний (или предельный) срок tп (i) свершения i -го события 

равен 

tп (i) = tкр − max (t(Lci )) ,                                                                                                (4.3) 
                             L

ci 

где Lci − любой путь, следующий за i -м событием, т.е. путь от i -го до 

завершающего события сети. 

Если событие i имеет несколько последующих путей и, следовательно, 

несколько последующих событий j , то поздний срок свершения события i 

рассчитывается по следующей формуле: 

 

tп (i) = min [tп ( j) − t(i, j)] .          (4.4) 

i, j  

Резерв времени R(i) i -го события определяется как разность между 

поздним и ранним сроками его свершения: 

 

R(i) = tп (i) − tр (i).              (4.5) 

 

Резерв времени события показывает, на какой допустимый период 

времени можно задержать наступление этого события, не вызывая при этом 

увеличения срока выполнения комплекса работ. 

Критические события резервов времени не имеют, поэтому любая 

задержка в свершении события, лежащего на критическом пути, вызовет такую 

же задержку в свершении завершающего события. 

Следовательно, чтобы определить длину и топологию критического пути, 

вовсе не обязательно перебирать все полные пути сетевого графика и 

определять их длины. Достаточно определить ранний срок наступления 

завершаю-щего события сети, тем самым, определив длину критического 

пути, а затем, выявив события с нулевыми резервами времени, определить его 

топологию. 

 



68 

 

Задача. Определить временные параметры событий и критический путь 

для сетевого графика, изображенного на рис. 4.7. 

Решение. Найденные временные параметры запишем в табл. 4.2. 

При определении ранних сроков свершения событий tр (i) продвигаемся в 

сетевом графике в прямом направлении, т.е. слева направо. 

              Для i = 0 (нулевого события), очевидно, tр (0) = 0 . Для i = 1 

tр (1) = tр (0) + t(0,1) = 0 + 8 = 8 (сут.), так как для события 1 существует только 

один предшествующий путь Lп1 0 →1. Для  i = 2 tр (2) = tр (1) + t(1,2) = 8 + 9 = 

17(сут.), так как для события 2 существует только один предшествующий путь 

Lп2 0 →1→ 2. 

Для i = 3 tр (3) = max{t р (0) + t(0,3); t р (1) + t(1,3)} = max{0 +13; 8 + 4} = 

= max{13;12} = 13 (сут.), так как для события 3 существуют два 

предшествующих пути Lп3 0 →1→ 3 и 0 → 3 и два предшествующих события 0 

и 1. 

Для i = 4 tр (4) = max{tр (1) + t(1,4); tр (3) + t(3,4)} = max{8 + 6;13 +10} = 

= max{14; 23} = 23 (сут.). 

Аналогично определяются ранние сроки свершения и для других 

событий сетевого графика. 

Длина критического пути равна раннему сроку свершения 

завершающего события 11 (см. табл. 4.2):  
tкр = t р (11) = 61(сут.) . 

 
При определении поздних сроков свершения событий tп (i) 

продвигаемся в сетевом графике в обратном направлении, т.е. справа налево и 

используем формулы (4.3) и (4.4). 
 

Для i = 11 (завершающего события) поздний срок свершения события 

должен равняться ее раннему сроку (иначе изменится длина критического 

пути): tп (11) = tр (11) = 61 (сут.). 

Для i = 10 tп (10) = tр (11) − t(10,11) = 61−13 = 48 (сут.), так как для собы- 

тия 10 существует только один последующий путь Lс10 :10 → 11. 

Для i = 9 tп (9) = min{tп (10) − t(9, 10); tп (11) − t(9, 10)} =  
min{48 − 6; 61 −17} = min{42; 44} = 42 (сут.), так как для события 9 

существуют два последующих пути Lс9 : 9 → 10 → 11 и 9 → 11 и два 

последующих события10 и 11. 

Аналогично определяются поздние сроки свершения и для других 

событий сетевого графика. 

По  формуле  (4.5)  определяются  резервы  времени  i -го  события: 

R(0) = 0; R(1) = 9 − 8 = 1; R(2) = 40 −17 = 23 и т.д. 

Резерв времени, например, события 2 равен 23, т.е. время свершения 
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события 2 может быть задержано до 23 сут. без увеличения общего срока 

выполнения проекта.  

   Таблица 4.2 
 

     

Номер Сроки свершения события, сутки Резерв времени 
 

события 

  

R(i) , сутки 

 

ранний tр (i) поздний tп (i) 
 

     

0 0 0 0 
 

     

1 8 9 1 
 

2 17 40 23 
 

     

3 13 13 0 
 

     

4 23 26 3 
 

5 20 20 0 
 

     

6 29 29 0 
 

7 33 43 10 
 

     

8 37 38 1 
 

9 42 42 0 
 

     

10 48 48 0 
 

     

11 61 61 0 
 

 

Анализируя табл. 4.2, видим, что не имеют резервов времени события 0, 

3, 5, 6, 9, 11, которые и образуют критический путь (на рис. 4.7 он выделен 

жирными стрелками). 

Теперь определим временные параметры работ. Отдельная работа может 

начаться (и окончиться) в ранние, поздние или другие промежуточные сроки. В 

дальнейшем при оптимизации сетевого графика возможно любое размещение 

работы в заданном интервале.  

            Очевидно, что ранний срок tрн (i, j) начала работы (i, j) совпадает с ран- 

ним сроком наступления начального (предшествующего) события i , т.е. 

tрн (i, j) = t р (i). (4.6)

Тогда ранний срок tро (i, j) окончания работы (i, j) определяется по формуле 

  

tро (i, j) = tр (i) + t(i, j) . (4.7)

 

Ни одна работа не может окончиться позже допустимого позднего срока 

своего конечного события j . Поэтому поздний срок tпо (i, j) окончания работы 

(i, j) определяется соотношением 

tпо (i, j) = tn ( j) , (4.8)

а поздний срок tпн (i, j) начала этой работы − соотношением  

tпн (i, j) = tп (i) − t(i,j) . (4.9)
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Резервы времени 
 

Прежде чем рассматривать резервы времени работ, обратимся к резерву 

времени пути. Такие резервы имеют все некритические пути. Резерв времени 

пути R(L) определяется как разность между длиной критического и 

рассматриваемого пути 

R(L) = tкр − t(L). (4.10)

 

Он показывает, на сколько в сумме могут быть увеличены 

продолжительности всех работ, принадлежащих этому пути. Если затянуть 

выполнение работ, лежащих на этом пути, на время большее R(L), то 

критический путь переместится на путь L . 

Отсюда можно сделать вывод, что любая из работ пути L на его участке, 

не совпадающем с критическим путем (замкнутым между двумя событиями 

критического пути), обладает резервом времени. 

Среди резервов времени работ выделяют четыре разновидности. 

Полный резерв времени Rп (i, j) работы (i, j) показывает, на сколько 

можно увеличить время выполнения данной работы при условии, что срок вы- 

полнения комплекса работ не изменится. Полный резерв     Rп (i, j) определяется 

по формуле  

Rп (i, j) = tп ( j) − t р (i) − t(i, j). (4.11)

 

Полный резерв времени работы равен резерву максимального из путей, 

проходящего через данную работу. Этим резервом можно располагать при 

выполнении данной работы, если ее начальное событие совершится в самый 

ранний срок, и можно допустить свершение конечного события в его самый 

поздний срок (рис. 4.8). 

Важным свойством полного резерва времени работы является то, что он 

принадлежит не только этой работе, но и всем полным путям, проходящим 

через нее. При использовании полного резерва работы только для одной работы 

резервы времени остальных работ, лежащих на максимальном пути, 

проходящем через нее, будут полностью исчерпаны. Резервы времени работ, 

лежащих на других (не максимальных по длительности) путях, проходящих 

через эту работу, сократятся соответственно на величину использованного 

резерва.Остальные резервы времени работы являются частями ее полного 

резерва. 

         Частный резерв времени первого вида R1 работы (i, j) есть часть полного 

резерва времени, на которую можно увеличить продолжительность работы, 

не изменив при этом позднего срока ее начального события. Этим резервом 

можно располагать при выполнении данной работы в предположении, что 

ее  начальное  и  конечное  события  свершаются  в  самые  поздние сроки 

(рис. 4.8).  

Частный резерв времени первого вида R1 находится по формуле  
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R1 (i, j) = tп ( j) − tп (i) − t(i, j) (4.12)

или  

R1 (i, j) = Rп (i, j) − R(i) . (4.13)

 
 

Рис. 4.8. Графическая иллюстрация временных параметров работ 

 

        Частный резерв времени второго вида R2 , или свободный резерв времени 

Rс , работы (i, j) представляет часть полного резерва времени, на которую 

можно увеличить продолжительность работы, не изменив при этом раннего 

срока ее конечного события. Этим резервом можно располагать при 

выполнении данной работы в предположении, что ее начальное и конечное 

события свершатся в свои самые ранние сроки (рисунок 4.8).  
Свободный резерв времени Rс находится по формуле 

Rс (i, j) = tр ( j) − tр (i) − t(i, j) (4.14)

или  

Rс (i, j) = Rп (i, j) − R( j) . (4.15) 
Свободным резервом времени можно пользоваться для предотвращения 

случайностей, которые могут возникнуть в ходе выполнения работ. Если 
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планировать выполнение работ по ранним срокам их начала и окончания, то 

всегда будет возможность при необходимости перейти на поздние сроки начала 

и окончания работ. 

Независимый резерв времени Rн работы (i, j) − часть полного резерва 

времени, получаемая для случая, когда все предшествующие работы 

заканчиваются в поздние сроки, а все последующие работы начинаются в 

ранние сроки (рисунок 4.8). 

Независимый резерв времени Rн  находится по формуле 
 

Rн (i, j) = tр ( j) − tп (i) − t(i, j) (4.16)

или  

Rн (i, j) = Rп (i, j) − R(i) − R( j) . (4.17) 
Использование независимого резерва времени не влияет на величину 

резервов времени других работ. Независимые резервы стремятся использовать 

тогда, когда окончание предыдущей работы произошло в поздний допустимый 

срок, а последующие работы хотят выполнить в ранние сроки. Если величина 

Rн равна нулю или положительна, то такая возможность есть. Иначе − такой 

возможности нет, так как предыдущая работа еще не оканчивается, а 

последующая уже должна начаться. Поэтому отрицательное значение Rн не 

имеет реального смысла. Фактически независимый резерв времени имеют лишь 

те работы, которые не лежат на максимальных путях, проходящих через их 

началь-ные и конечные события. 

Таким образом, если частный резерв времени первого вида может быть 

использован на увеличение продолжительности данной и последующих работ 

без затрат резерва времени предшествующих работ, а свободный резерв 

времени − на увеличение продолжительности данной и предшествующих 

работ без нарушения резерва времени предшествующих работ, то 

независимый резерв времени может быть использован для увеличения 

продолжительности только данной работы. 

Работы, лежащие на критическом пути, так же как и критические  
события, резервов времени не имеют.  

Если на критическом пути лежит начальное событие i , то  

Rп (i, j) = R1 (i, j) . (4.18)

Если на критическом пути лежит конечное событие j , то  

Rп (i, j) = Rс (i, j) . (4.19)

Если на критическом пути лежат начальное и конечное события i и j , но

сама работа не принадлежит этому пути, то  

Rп (i, j) = R1 (i, j) = Rс (i, j) = Rн (i, j) . (4.20) 
Соотношения (4.18) − (4.20) можно использовать при проверке 

правильности расчетов резервов времени для отдельных работ. 
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Пример расчета временных параметров работ 

 

Задача. Вычислить временные параметры работ для сетевого графика, 

изображенного на рис. 4.7. 

Решение. Результаты расчетов запишем в табл. 4.3. Вычисление 

временных параметров работы (i, j) покажем на примере работы (1,4) : 
 

ранний срок начала работы, рассчитанный по формуле (4.6), равен 

t рн (1,4) = t р (1) = 8 (сут.) ; 
 

ранний срок окончания работы, рассчитанный по формуле (4.7), равен 

t ро (1,4) = t р (1) + t(1,4) = 8 + 6 = 14 (сут.) ; 
 

поздний срок начала работы, рассчитанный по формуле (4.9), 

равен tпн (1,4) = tп (4) − t(1,4) = 26 − 6 = 20 (сут.) ; 
 

поздний срок окончания работы, рассчитанный по формуле (4.8), 

равен tпо (1,4) = tп (4) = 26 (сут.) . 
 

Таким образом, работа (1, 4) должна начаться в интервале [8, 20] (сут.) и 

закончиться в интервале [14, 26] (сут.) от начала выполнения проекта. 
 

Полный резерв времени работы (1, 4), рассчитанный по формуле (4.11), 
 
равен  

Rп (1,4) = tп (4) − t р (1) − t(1,4) = 26 − 8 − 6 =12 (сут.) , 
 
т.е. срок выполнения данной работы можно увеличить на 12 суток, при этом 

срок выполнения проекта не изменится. 
 

Частный резерв времени 1-го вида для работы (1, 4) рассчитывается по 

формуле (4.12)  
R1 (1,4) = tп (4) − tп (1) − t(1,4) = 26 − 9 − 6 =11 (сут.) 

 
или по формуле (4.13) 

R1 (1,4) = Rп (1,4) − R(1) = 12 − 1 = 11 (сут.) , 
 
т.е. при сохранении общего срока выполнения проекта может быть задержано 

на 11 суток выполнение работы (1, 4) и последующих работ без затрат 

резерва времени предшествующих ей работ (в данном случае одной 

предшествующей работы (0, 1)). 
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Таблица 

4.3 
 

   Продол- Сроки начала и окончания Резервы времени работы 
 

№ Работа житель-  работы      
 

п/п (i, j) ность 

        
 

        
 

   работы tрн(i,j) tро(i,j) tпн(i,j) tпо(i,j) Rп(i,j) R1(i,j) Rс(i,j) Rн(i,j) 
 

   t(i, j)         
 

            
 

1 (0,1) 8 0 8 1 9 1 1 0 0 
 

2 (0,3) 13 0 13 0 13 0 0 0 0 
 

3 (0,5) 9 0 9 11 20 11 11 11 11 
 

4 (1,2) 9 8 17 31 40 23 22 0 − 
 

            
 

5 (1,4) 6 8 14 20 26 12 11 9 8 
 

6 (1,3) 4 8 12 9 13 1 0 1 0 
 

7 (2,7) 3 17 20 40 43 23 0 13 − 
 

            
 

8 (3,4) 10 13 23 16 26 3 3 0 0 
 

9 (3,5) 7 13 20 13 20 0 0 0 0 
 

10 (3,6) 6 13 19 23 29 10 10 10 10 
 

11 (4,7) 8 23 31 35 43 12 9 2 − 
 

            
 

12 (4,6) 3 23 26 26 29 3 0 3 0 
 

13 (5,6) 9 20 29 20 29 0 0 0 0 
 

14 (5,8) 10 20 30 28 38 8 8 7 7 
 

15 (5,9) 6 20 26 36 42 16 16 16 16 
 

16 (6,7) 4 29 33 39 43 10 10 0 0 
 

17 (6, 10) 5 29 34 43 48 14 14 14 14 
 

18 (6,9) 13 29 42 29 42 0 0 0 0 
 

19 (6,8) 8 29 37 30 38 1 1 0 0 
 

20 (7, 10) 5 33 38 43 48 10 0 10 0 
 

21 (8,9) 4 37 41 38 42 1 0 1 0 
 

22 (9, 10) 6 42 48 42 48 0 0 0 0 
 

23 (9, 11) 17 42 59 44 61 2 2 2 2 
 

24 (10,11) 13 48 61 48 61 0 0 0 0 
 

 

          Частный резерв времени 2-го вида, или свободный резерв времени, для 

работы (1, 4) рассчитывается по формуле (4.14) 

Rс (1,4) = t р (4) − t р (1) − t(1,4) = 23 − 8 − 6 = 9 (сут.) 

или по формуле (4.15) 

Rс (1,4) = Rп (1,4) − R(4) = 12 − 3 = 9 (сут.) , 

т.е. при сохранении общего срока выполнения проекта может быть задержано 

на 9 суток выполнение работы (1, 4) и предшествующих ей работ (в данном 

случае работы (0, 1)) без нарушения резерва времени последующих работ. 
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Независимый резерв времени работы (1, 4) рассчитывается по формуле 

(4.16) 

Rн (1,4) = t р (4) − tп (1) − t(1,4) = 23 − 9 − 6 = 8 (сут.) 

или по формуле (4.17) 

Rн (1,4) = Rп (1,4) − R(1) − R(4) =12 − 1 − 3 = 8 (сут.) , 

т.е. продолжительность работы (1, 4) может быть увеличена на 8 суток без 

изменения резервов времени всех остальных работ. 

Если значение для независимого резерва времени работы является 

отрицательным, то в табл. 4.3 оно обозначается прочерком (как в случае работы 

(1, 2)). 

Следует отметить, что резервы критических работ (0, 3), (3, 5), (5, 6), (6, 

9), (9, 10), (10, 11), так же как и резервы критических событий, равны нулю. 

В случае достаточно простых сетевых графиков результаты расчета их 

временных параметров можно фиксировать прямо на графике, а не заносить в 

таблицу. Параметры событий записываются в кружках, разделенных на четыре 

части, а параметры работ − над соответствующими стрелками (рис. 4.9). 

 
Рис. 4.9. Указание временных параметров на сетевом графике 
 

 

Сетевое планирование в условиях неопределенности 
 

 

При определении временных параметров сетевого графика до сих пор 

предполагалось, что продолжительность каждой работы t(i, j) точно известна. 

На практике, однако, такое предположение выполняется редко, поскольку СПУ 

обычно применяется для планирования уникальных разработок (проектов), не 

имеющих аналогов выполнения в прошлом. Как правило, продолжительность 

каждой работы (i, j) по сетевому графику заранее не известна и может прини-

мать лишь одно из ряда возможных значений, т.е. является случайной величи-

ной, характеризующейся своим законом распределения и, следовательно, свои-

ми числовыми характеристиками − средним значением, или математическим 

ожиданием, t (i, j) и дисперсией σ 
2
 (i, j) . 

В большинстве систем СПУ априори принимается, что распределение 

продолжительности работ обладает следующими тремя свойствами: 

− непрерывностью;  
− унимодальностью, т.е. наличием единственного максимума у кривой 

распределения;  
− двумя точками пересечения кривой распределения с осью Ox, 

имеющими неотрицательные абсциссы. 
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Кроме того, распределение продолжительности работ обладает 

положительной асимметрией, т.е. максимум кривой распределения смещен 

относительно медианы (линии, делящей площадь под кривой на две равные 

части). Другими словами, кривая распределения более круто поднимается при 

удалении от минимального значения t и полого опускается при приближении к 

мак-симальному значению t (рис. 4.10). 

Простейшим распределением, обладающим перечисленными свойствами, 

является известное в математической статистике β -распределение. Анализ 

большого количества статистических данных (хронометражи времени выпол-

нения отдельных работ, нормативные данные и т.д.) показывает, что β - 

распределение можно использовать в качестве априорного для всех видов 

работ. 

Для определения числовых характеристик t (i, j) и σ 
2
 (i, j) этого распре-

деления для каждой работы (i, j) , на основании опроса ответственных 

исполнителей работ проекта и экспертов, определяют следующие три 

временные оценки (рис. 4.10): 

− оптимистическую оценку tо (i, j) , т.е. продолжительность работы (i, j) 

при самых благоприятных условиях;  
− пессимистическую оценку tп (i, j) , т.е. продолжительность работы (i, j) 

при самых неблагоприятных условиях;  
− наиболее вероятную оценку tнв (i, j) , т.е. продолжительность работы  

(i, j) при нормальных условиях. 

 
 

 
 

Рис. 4.10. Распределение и временные оценки продолжительности работы 
 

Предположение о β -распределении продолжительности работы (i, j) по- 
 

зволяет получить следующие оценки ее числовых характеристик:   
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                                                                                (4.21) 
 

                                                                                            (4.22) 

 

Обычно специалистам сложно оценить наиболее вероятное время 

выполнения работы tнв (i, j) . Поэтому в реальных проектах используется 

упрощенная (и менее точная) оценка средней продолжительности работы 

 (i, j) ,   

основывающаяся лишь на двух задаваемых временных оценках tо (i, j) и tп (i, j) :  

  

(i, j) = 

 

2tо (i, j) + 3tп (i, j) 

. (4.23)

 

t 

 

  

5    

Зная числовые характеристики t (i, j) и σ 
2
 (i, j) , можно определять 

временные параметры сетевого графика и оценивать его надежность. 
 

При достаточно большом количестве работ, принадлежащих пути L и 

выполнении некоторых общих условий можно применить центральную теоре-

му Ляпунова, на основании которой можно утверждать, что общая продолжи- 

 

тельность пути L подчиняется нормальному распределению, для которого 

  

(i, j) и σ 
2
 (i, j) определяются следующим образом: 

  

значения t   

     
(L) = ∑t (i, j) ; (4.24)

 

   t  

     i, j   

   σ 
2
 (L) = ∑σ 

2
 (i, j) . (4.25) 

     i, j   
 

Предположим теперь, что на сетевом графике (рис. 4.7) представлена 

сеть, имеющая не детерминированные (фиксированные), а случайные 

продолжительности работ; числа, записанные над работами-стрелками, 

отражают средние значения t (i, j) продолжительности этих работ. Кроме того, 

пусть известны все значения дисперсии σ 
2
 (i, j) , которые вычислены по 

формуле  (4.22). 
 
            Следует отметить, что и в этом случае временные параметры сетевого 
 
графика − длина критического пути, ранние и поздние сроки свершения 
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событий, резервы времени событий и работ и т.д. − будут такие же, как и 

найденные выше. Но при этом необходимо учесть, что эти параметры, 

представленные в табл. 4.2 и 4.3, теперь будут являться средними значениями 

соответствующих случайных величин: средней длиной критического пути tкр , 

средним значением раннего срока наступления события tр (i) , средним 
 
значением полного резерва времени работы Rп (i, j) и т.п. 
 

Так, tкр = 61 будет означать, что длина критического пути лишь в среднем 
 
составляет 61 сутки, а в каждом конкретном случае возможны заметные 

отклонения длины критического пути от ее среднего значения (причем, чем 

больше суммарная дисперсия продолжительности работ критического пути, тем 

более вероятны значительные по абсолютной величине отклонения). 

Поэтому предварительный анализ сетей со случайными 

продолжительностями работ, как правило, не ограничивается расчетами 

временных параметров сети. Весьма важным моментом анализа становится 

оценка вероятности того, что срок выполнения проекта tкр не превысит 

заданного директивного срока T . 

Полагая tкр  случайной величиной, имеющей нормальный закон распреде- 
 

ления, оценку вероятности P(tкр ≤ T ) получим по формуле   

 

                                                                  (4.26) 

 

где Φ(z) − значение интеграла вероятностей Лапласа, здесь 

 

 
σ кр − среднее квадратичное отклонение длины критического пути: 
     

σ кр =  σ 
2
кр , (4.27) 

а tкр  и σ 
2
кр  определяются по формулам (4.24) и (4.25). 

 
Если величина P(tкр ≤ T ) мала (например, меньше 0,3), то опасность 

срыва заданного срока выполнения проекта велика и необходимо принятие 

дополнительных мер (перераспределение ресурсов по сети, пересмотр состава 

работ и событий и т.п.). Если величина P(tкр ≤ T ) значительна (например, более 

0,8),то с достаточной степенью надежности можно прогнозировать выполнение 
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проекта в установленный срок. 

В ряде случаев представляет интерес решение обратной задачи: 

определение максимального срока выполнения проекта T , который возможен с 

заданной надежностью (вероятностью) β . Расчет этой величины выполняется 

по следующей формуле: 
 

  

кр + zβσ 
2
кр , (4.28)

 

T = t  

где zβ − нормированное отклонение случайной величины, определяемое с 

помощью функции Лапласа Φ(z) = β . 

Следует отметить, что на основании теоремы Ляпунова вывод о 

нормальном распределении случайной величины tкр правомерен лишь для 

достаточно большого числа критических работ, а в рассматриваемой сети (рис. 

4.7) их всего 6. 

Однако приведенный метод расчета имеет принципиальные недостатки 

оценки параметров даже сложных сетей с большим количеством работ. Дело в 

том, что на практике нередки случаи, когда дисперсии σ 
2
 (L) длин 

некритических (но близких к критическому) путей существенно больше, чем  

σ 
2
кр . Поэтому при изменении ряда условий в данном конкретном проекте 

возможен переход к новым критическим путям, которые в расчете не 

учитываются. 

Различия между событиями с детерминированными и случайными 

продолжительностями работ не следует путать с различием 

детерминированных и стохастических сетей. Последнее различие связано со 

структурой самой сети. 

Рассмотренные до сих пор сети являлись детерминированными, хотя 

работы в них могли характеризоваться не только детерминированными, но и 

случайными продолжительностями работ. В то же время встречаются проекты, 

когда на некоторых этапах тот или иной комплекс работ зависит от 

неизвестного заранее результата. Какой из комплексов работ будет фактически 

выполняться, заранее не известно, а может быть предсказано с некоторой 

вероятностью. Например, может быть предусмотрено несколько вариантов 

продолжения исследования в зависимости от полученных опытных данных или 

нескольких вариантов строительства предприятий различной мощности по 

обработке сырья в зависимости от результатов разведки запасов этого сырья. 

Такие сети называются стохастическими. 

В свою очередь стохастические сети, так же как и детерминированные, 

могут характеризоваться детерминированными либо случайными продолжи-

тельностями работ. 
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5. Основы планирования межотраслевого баланса 
 

Линейные балансовые модели в экономике 
Балансовая модель производства является одной из 

наиболее простых математических моделей. Она записывается в 

виде системы уравнений, каждое из которых выражает 

требование равенства (баланса) между количеством продукции, 

производимой отдельным экономическим объектом, и 

совокупной потребностью в этом продукте.  

Под экономическим объектом обычно понимают так 

называемую «чистую прибыль». Например, чтобы правильно 

отразить взаимосвязи между машиностроением и металлургией, 

необходимо исключить продукцию металлургической  и других 

отраслей из продукции машиностроения, а в продукции 

металлургической промышленности не учитывать 

произведенные на металлургических заводах продукты 

машиностроения и других отраслей. 

Таким образом, продукция «чистой отрасли» складывается 

из продукции специализированных предприятий, очищенной от 

непрофильных ее видов, и продукции, соответствующей 

профилю данной отрасли, но произведенной на предприятиях, 

относящихся к другим отраслям. 

Балансовые модели основываются на понятии 

межотраслевого баланса, который представляет собой таблицу, 

характеризующую связи между отраслями экономической 

системы. 

Предположим, что экономическая система состоит из n         

взаимосвязанных отраслей P1, Р2, ..., Рn. Валовой продукт 

i-й отрасли обозначим через Xi (X1 – валовой продукт P1 

Х2 – валовой продукт Р2, ..., Хn валовой продукт Рn). 

Конечный продукт каждой отрасли обозначим буквой Y с 

индексом, соответствующим ее номеру (Yi - конечный продукт 

Pi). Отрасли взаимосвязаны, т.е. каждая из них использует 

продукцию других отраслей в качестве сырья и полуфабрикатов.  

Пусть Xij – затраты продукции i-й отрасли на производство 

продукции Рj. Условно чистую продукцию i-й отрасли 

обозначим Vi. 

Если перечисленные показатели представлены в 

межотраслевом балансе в тоннах, литрах, километрах, штуках и 

т. д., то говорят о межотраслевом балансе в натуральном, 

выражений. Мы же договоримся, что под Xi, Уj, Vj и Xij будем 

понимать выраженную в некоторых фиксированных ценах 

стоимость соответствующей продукции. Такой баланс 

называется стоимостным. 
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Общая модель межотраслевого баланса продукции 

 
Всю информацию об экономической системе сведем в    

таблицу – межотраслевой баланс (таблица 5.1). 

 

Таблица 5.1 Анализ общей структуры межотраслевого баланса 

Отрасли  
P1 P2 … Pi … Pn Итого 

Конечн

ый 

Валов

ой 

P1 X11 X12 … X1i … X1n ΣX1j Y1  X1 

P2 X21 X22 … X2i … X2n ΣX2j Y2  X2 

… … … … I квадрант … II квадрант 

Pi Xi1 Xi2 … Xii … Xin ΣXij Yi Xi 

… 

 
       

 

 

 

 

 Pn Xn1 Xn2 … Xni … Xnn ΣXnj Y1 X1 

Итого ΣXk1 ΣXk2 … ΣXki … ΣXkn ΣΣXkj ΣYk ΣXk 

Условно 
чистая 

продук-
ция 

V1 V2 … Vi … Vn ΣVj 

 

 

 

IV квадрант 

 

 

 

   III квадрант  

Валовой 
продукт X1 X2 … Xi … Xn ΣXj 

 
Первый квадрант. В таблице каждая отрасль представлена 

двояким образом. Как элемент строки, она выступает в роли 

поставщика производимой ею продукции, а как элемент столбца 

–  в роли потребителя продукции других отраслей 

экономической системы. 

Если Р1 – производство электроэнергии, а P2 – угольная 

промышленность, то Х12 – годовые затраты электроэнергии на 

производство угля, а Х21 – аналогичные затраты угля на 

производство электроэнергии. Р1 выступает как поставщик элек-

троэнергии и как потребитель угля. Отрасль Р1 является также 

потребителем собственной продукции. Электроэнергия стоимо-

стью Х11 денежных единиц используется внутри отрасли на 

обеспечение работы электротехники, на освещение 

производственных помещений и т. д. 

Аналогичный смысл имеет X22 и все Xii. В общем случае, Хi1, 

Хi2, ..., Хii, ..., Хin – объемы поставок продукции i-й отрасли 

отраслям, входящим в экономическую систему. Сумма этих 

поставок 
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Xi1 + Xi2 +…+ Xin = Σ Xij 

выражает суммарное производственное   потребление   

продукции Рi и записывается в i-й строке (n + 1)-го столбца 

таблицы. 

 В нашем примере 

X11 + X12 +…+ X1n = Σ X1j 

есть суммарное производственное потребление электроэнергии, 

а 

X21 + X22 +…+ X2n = Σ X2j 

– суммарные затраты угля на производственные нужды 

отраслей, входящих в экономическую систему. 

Посмотрим теперь на Pi как на элемент столбца. В столбце с 

номером i расположены объемы текущих производственных 

затрат продукции отраслей, входящих в экономическую 

систему, на производство продукции i-й отрасли. В (n + 1)-й 

строке указанного столбца записана сумма текущих 

производственных затрат Рi за год: 

1

n

ki

k

X
=

∑ =  X1i + X2i + … +Xni 

Просуммировав первые n элементов (n + 1)-й строки, 

получим величину текущих производственных затрат всех 

отраслей: 

1

1

n

k

k

X
=

∑  + 2

1

n

K

k

X
=

∑ +…+
1

n

kj

k

X
=

∑ +…+
1

n

kn

k

X
=

∑ = 
1 1

( )
n n

kj

j k

X
= =

∑ ∑                    (5.1) 

Сумма первых n элементов (n + 1)-го столбца 

1

1

n

J

k

X
=

∑  + 2

1

n

k

X J
=

∑ +…+
1

n

ij

k

X
=

∑ +…+
1

n

ni

k

X
=

∑ = 
1 1

( )
n n

kj

k j

X
= =

∑ ∑                   (5.2) 

есть стоимость продукции всех отраслей, которая была 

использована на текущее производственное потребление. 

Нетрудно убедиться в том, что суммы (5.1) и (5.2) состоят из 

одних и тех же слагаемых (всех Xkj) и поэтому равны между 

собой: 

1 1

( )
n n

kj

j k

X
= =

∑ ∑ =
1 1

( )
n n

kj

k j

X
= =

∑ ∑                                                              (5.3) 

Равенство (5.3) означает, что текущие производственные       

затраты всех  отраслей равны   их  текущему 

производственному  потреблению.  
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Число 
1 1

n n

kj

j k

X
= =

∑∑ есть так называемый промежуточный продукт 

экономической системы. 

Элементы, стоящие на пересечении первых (n + 1) строк и 

первых (n + 1) столбцов, образуют первый квадрант (четверть). 

Это важнейшая часть межотраслевого баланса, поскольку 

именно в ней содержится информация о межотраслевых связях. 

Второй квадрант расположен в таблице справа от первого. 

Он состоит из двух столбцов. Первый из них – столбец 

конечного потребления продукции отраслей. Под конечным 

потреблением понимают личное и общественное потребление, 

не идущее на текущие производственные нужды. Сюда 

включаются накопление и возмещение выбытия основных 

фондов, прирост запасов, личное потребление населения, 

расходы на содержание государственного аппарата и оборону, 

затраты по обслуживанию населения (здравоохранение, 

просвещение и т. д.), сальдо экспорта и импорта продукции. Во 

втором столбце представлены объемы валовой продукции 

отраслей. Суммарный (валовой) выпуск i-й отрасли 

определяется как 

1

n

i ij i

j

X X Y
=

= +∑                                                                            (5.4) 

Равенство (5.4) означает, что вся произведенная i-й отраслью 

продукция потребляется. Часть ее, в форме суммарного произ-

водственного потребления продукции Pi идет на производствен-

ные нужды отраслей, входящих в экономическую систему. Дру-

гая часть потребляется в форме конечного продукта. 

Так, часть продукции угольной промышленности, как мы 

уже отмечали, используется внутри экономической системы, а 

другая –  в качестве сырья, топлива – будет потреблена отрасля-

ми, не вошедшими в состав экономической системы, и составит 

часть экспорта страны, пойдет на отопление жилищ и т. п. 

Квадранты I и II отражают баланс между производством и 

потреблением. 

Ко второму квадранту относится также и та часть (n+1)-й 

строки, в которой расположены суммарный конечный продукт  

1 2

1

...
n

k n

k

Y Y Y Y
=

= + + +∑  

и суммарный валовой продукт 

1 2

1

...
n

k n

k

X X X X
=

= + + +∑  

Третий квадрант расположен в таблице под первым. Он 

состоит из двух строк. Одна из них содержит объем валового 
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продукта по отраслям, а другая – условно чистую продукцию 

отраслей V1, V2 ,..., Vn. В состав условно чистой продукции 

входят амортизационные отчисления, идущие на возмещение 

выбытия основных фондов, заработная плата, прибыль и т.д. 

Она определяется как разность между валовым продуктом 

отрасли и суммой ее текущих производственных затрат. Так, для 

Рi имеет место равенство  

1

n

i i ki

k

X V X
=

= + ∑                                                                             (5.5) 

Первый и третий квадранты отражают стоимостную струк-

туру продукции каждой отрасли. Так, равенство (5.5) 

показывает, что стоимость валового продукта Xi i-й отрасли 

складывается из стоимости той части продукции отраслей 

системы, которая была использована для производства Хi, из 

амортизационных отчислений, затрат на оплату труда, из 

чистого дохода отрасли, из стоимости ресурсов, не 

производящихся внутри экономической системы, и т.д. 

Используя равенства (5.4) и (5.5), подсчитаем суммарный 

валовой продукт. 

Из (5.4) следует, что 

1 1 1 1

( ),
n n n n

i i ij

i i j j

X Y X
= = = =

= +∑ ∑ ∑ ∑                                          (5.6) 

а из (5.5) получаем: 

1 1 1 1

( )
n n n n

i i ki

i i i k

X V X
= = = =

= +∑ ∑ ∑ ∑                                                              (5.7) 

Вторые слагаемые в правых частях равенств (5.6) и (5.7) 

выражают одну и ту же величину –  промежуточный продукт. 

Отсюда и из равенства левых частей (5.6) и (5.7) делаем вывод о 

равенстве первых слагаемых: 

1

n

i

i

Y
=
∑ =

1

n

i

i

V
=
∑                                                             (5.8) 

Итак, суммарный конечный продукт равен суммарной 

условно чистой продукции. 

Четвертый квадрант непосредственного отношения к 

сфере производства не имеет, поэтому мы его заполнять не 

будем. 

В IV квадранте показывается, как полученные в сфере мате-

риального производства первичные доходы населения, 

государства, кооперативных и других предприятий 

перераспределяются через различные каналы, в результате чего 

образуются конечные доходы населения, государства и т. д. 
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Основные понятия  
 

1.Межотраслевой  баланс – это таблица,  характеризующая 

связи между экономическими объектами, входящими в                      

экономическую систему. 

2. Различают межотраслевой баланс в натуральном и       

стоимостном выражении. 

3. Межотраслевой   баланс   состоит   из   четырех   

квадрантов. I квадрант – его важнейшая часть. В нем содержится 

информация о межотраслевых связях. 

4. Вся произведенная внутри экономической системы       

продукция потребляется. Часть ее в форме суммарного 

производственного потребления идет на производственные 

нужды отраслей, входящих в экономическую систему. Другая 

часть потребляется в форме конечного продукта. 

5.  I и II квадранты отражают баланс между производством и 

потреблением. 

6.  I  и  III   квадранты отражают стоимостную структуру        

продукции каждой отрасли. 

7.  Суммарный   конечный   продукт   равен   суммарной   

условно чистой продукции. 

8. С   построением   балансовой  таблицы   завершается   

первый этап  решения задачи  методом  математического 

моделирования: выявлены   объекты   изучения,   установлены   

существенные связи между ними, собрана статистическая 

информация. 

Основные соотношения 

1. 
1

n

i i ij

j

X Y X
=

= +∑   

– баланс между производством потреблением. 

2. 
1

n

i i ij

j

X V X
=

= + ∑  

–  стоимостная структура продукции i-ой отрасли 

3. 
1 1

n n

i i

i i

Y V
= =

=∑ ∑  

– равенство суммарного конечного продукта и суммарной 

условно чистой продукции. 

4. 
1 1

n n

ij

j i

x
= =

∑∑  – промежуточный продукт экономической системы.  
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Пример. 

Завершим составление баланса, располагая следующими 

данными об экономической системе, состоящей из трех   

экономических объектов (например, Р1 – промышленность, Р2 –  

сельское хозяйство, Р3 – транспорт). Прочерки в таблице 

означают, что X22= X31=0. 

 

Отрасли P1 P2 P3 Σ Y X 

P1 20 50   200 300 

P2 10 - 40   500 

P3 -    240  

Σ    310 

V  390  

X    

 

 

Решение. 

  

1. Используем  баланс  между производством  и 

потреблением продукции Р1, для отыскания ∑
=

3

1

1

j

jX , а затем и X13: 

305020100

,100200300

1211

1

113

11

3

1

1

=−−=−−=

=−=−=

∑

∑

=

=

XXXX

YXX

j

j

j

j

 

2. Аналогично, используя баланс между производством и  

потреблением продукции Р2, найдем  V2, предварительно 

подсчитав 45050500:5040010
3

1

222

3

1

2 =−=−==++= ∑∑
== j

j

j

j XXYX . 

3. Значения   X1   и   Х2   запишем   на   первых   двух   местах   

в последней строке таблицы (строка X). Таблица принимает вид: 

 

Отрасли P1 P2 P3 Σ Y X 

P1 20 50 30 100 200 300 

P2 10 - 40 50 450 500 

P3 -    240  

Σ    310 

V  390  

X 300 500  

4. Найдем теперь  16050100310
3

1

2

3

1

1

3

1

3

1

3

1

3 =−−=−−= ∑∑∑∑∑
=== == j

j

j

j

k j

kj

j

j XXXX  
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(использовали соотношение между элементами столбца Σ) 

5. 400160240
3

1

333 =+=+= ∑
=j

jXYX  

(использован баланс между производством и потреблением про-

дукции P3). 

6. Теперь запишем величину X3 в столбец X и строку X. 

7. Суммарные затраты  всех трех отраслей  на  производство 

продукции первой отрасли 3001020
1

1 =++=∑
=k

kX  запишем на первом 

месте в строке Σ.  

8. Теперь  можно  найти  условно  чистую  продукцию   Vl  

как разность  между  валовым   выпуском  3001 =X  и суммарными 

затратами   30
3

1

1 =∑
=k

kX :   270303001 =−=V  

Таблица принимает вид: 

Отрасли P1 P2 P3 Σ Y X 

P1 20 50 30 100 200 300 

P2 10 - 40 50 450 500 

P3 -   160 240 400 

Σ 30   310 

V 270 390  

X 300 500 400 

 

9. Из   равенства   между   суммарным   конечным   

продуктом   и суммарной условно чистой продукцией 

∑∑
==

=
3

1

3

1 j

j

j

j VY получаем величину  

10. 23039027024045020021

3

1

3 =−−++=−−= ∑
=

VVYV
j

j  

11. Теперь, когда строки  V и X полностью заполнены, 

можно определить суммарные затраты на производство 

продукции второй и третьей отраслей:  

.170230400

,110390500

33

3

1

3

22

3

1

2

=−=−=

=−=−=

∑

∑

=

=

VXX

VXX

k

k

k

k

 

12. Завершит составление баланса вычисление затрат 

продукции третьей отрасли на производство продукции Р2 и на 

собственные производственные нужды P3: 
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.1004030170

,60050110

2313

3

1

333

2212

3

1

232

=−−=−−=

=−−=−−=

∑

∑

=

=

XXXX

XXXX

k

k

k

k

 

Окончательно получаем: 

 

Отрасли P1 P2 P3 Σ Y X 

P1 20 50 30 100 200 300 

P2 10 - 40 50 450 500 

P3 - 60 100 160 240 400 

Σ 30 110 170 310 

V 270 390 230 

X 300 500 400 

Межотраслевая балансовая модель и ее свойства 

Как известно, при построении математической модели 

конкретного объекта или процесса невозможно учесть все 

многообразие его свойств, связей, особенностей. В первую 

очередь все сказанное относится к экономико-математическому 

моделированию. Это связано со сложностью, многогранностью 

изучаемого объекта, с большим количеством самых 

разнообразных зависимостей между его отдельными 

элементами. Поэтому построению математической модели 

предшествует этап выделения главных, существенных связей, 

которые и будут в дальнейшем изучаться. Здесь же 

формулируется цель построения модели. 

Основные предположения о свойствах экономической 

системы 

1. Экономическая система состоит из экономических 

объектов. Количество выпускаемой каждым объектом 

продукции может быть охарактеризовано одним числом. 

Мы договорились под экономическими объектами понимать 

чистые отрасли. Поэтому в качестве такого числа разумно 

использовать валовой выпуск отрасли в натуральном или 

стоимостном выражении. В силу принятого выше условия будем 

в дальнейшем считать, что все характеристики, в том числе и 

валовой выпуск, представлены в стоимостном выражении (т. е. в 

рублях, тыс. руб., млн. руб. и т. п.). 

Итак, в качестве характеристики выпускаемой каждым 

экономическим объектом продукции выбираем ее валовой 

выпуск: 
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P1→X1 P2→X2…Pn→Xn 

2. Комплектность потребления: для выпуска данного коли-

чества продукции Xi экономический объект Рi должен получить 

строго определенное количество продукции других объектов: 

                                                                                                                         

                                                               

→

→−−

→

→

ni

i

i

X

X

X

2

1

     Xi 

Вспомним, что под Xki мы понимаем стоимость той части 

продукции k-й отрасли Pk, которую должна использовать Рi в 

качестве сырья, полуфабрикатов, топлива и т.д., чтобы 

обеспечить выпуск своей продукции в объеме Xi. 

3. Линейность: увеличение выпуска продукции в некоторое 

число раз k требует увеличения потребления экономическим 

объектом всех указанных продуктов также в k раз. Другими 

словами, нормы производственных затрат не зависят от объема 

выпускаемой продукции. Для того чтобы Рi выпустила валовой 

продукции стоимостью в одну денежную единицу, она должна 

получить от отраслей системы продукции на а1i, а2i, ..., аni 

денежных единиц, а для обеспечения всего валового выпуска i-й 

отрасли потребуется соответственно 

             

inini

iii

iii

XaX

XaX

XaX

=

=

=

.................

22

11

                                                               (5.9) 

продукции отраслей системы. 

Аналогичные соотношения имеют место для всех отраслей: 

.,...,2,1,, njiXaX jijij ==                                                               (5.10) 

Функции вида (5.10) – однофакторные производственные функ-

ции, представленные как функции затрат. 

Все n
2
 указанных функций линейны относительно объема 

выпускаемой продукции. Поэтому мы и говорим о линейных 

балансовых моделях. 

Коэффициенты пропорциональности аij называют 

технологическими коэффициентами или коэффициентами 

прямых внутрипроизводственных затрат. 

4. Выпускаемая каждым экономическим объектом 

продукция частично потребляется другими объектами системы в 
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качестве сырья, полуфабрикатов и т.п. (внутрипроизводственное 

потребление), а часть идет на личное и производственное 

потребление вне данной экономической системы 

(внепроизводственное потребление в форме конечного 

продукта): 

.,...,2,1,
1

niYXX i

n

k

iki =+= ∑
=

                                                                 (5.11) 

 

Построение балансовой  модели 

Используя предположения 1–4, производственные функции 

(5.10) и балансовые уравнения (5.11), приходим к линейной 

балансовой модели: 

nnnnnnn

ininiii

nn

nn

YXaXaXaX

YXaXaXaX

YXaXaXaX

YXaXaXaX

++++=

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

++++=

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

++++=

++++=
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...

...

...

2211

2211

222221212

112121111

      (5.12)                  

 

Как мы видим, система (5.12) содержит n
2
 + 2n величин: n

2
 

технологических коэффициентов аij, n конечных продуктов Yi и 

n валовых продуктов Xj. Система линейна как относительно Xj, 

так и относительно Yi. 

 

Задачи, решаемые с помощью балансовой модели 

Эта математическая модель имеет вид системы n линейных 

уравнений с 2n неизвестными. Первая группа неизвестных X1, 

X2,…, Xn представляет объемы валовой продукции 

экономических объектов P1, P2,…, Pn,   которую   предстоит   

произвести   в   планируемом периоде. Вторую группу Y1, Y2,…, 

Yn составляют конечные продукты P1, P2,…, Pn, т. е. та часть 

валовой (или суммарной) продукции, которая в будущем пойдет 

на личное потребление, а также на производственное 

потребление за пределами изучаемой экономической системы (в 

других отраслях, регионах, странах). 
Технологические коэффициенты аij считаем известными. А 

именно предполагаем, что они имеют те же значения, что и в от-

четном периоде. 
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Если в системе (4) задать любые n из 2n неизвестных, то 

получим систему n линейных уравнений относительно 

оставшихся n = 2n - n неизвестных. 

В связи с этим возникают следующие три основные 

задачи: 

 

1. По данному вектору-столбцу X,  который  будем  называть 

вектором-столбцом объемов производства, найти вектор-

столбец конечной продукции Y. 

2. Обратная задача: по заданному вектору Y  найти вектор X. 

3. Смешанная  задача:   зная   значения   части   Xi  и   Yj,   

найти соответствующие Yi и Xj. 

 

Получения значений коэффициентов прямых 
внутрипроизводственных затрат 

Технологические коэффициенты, или, как их еще называют, 

коэффициенты прямых внутрипроизводственных затрат аij пока-

зывают, какое количество продукта i-й отрасли надо затра-

тить на производство единицы валового продукта j-й отрасли. 

Коэффициенты прямых затрат считаются постоянными вели-

чинами в статических межотраслевых моделях. 

Прежде всего возникает вопрос о том, каким образом можно 

получить значения коэффициентов аij. 

Есть два основных пути. 

1. Статистический. Коэффициенты аij определяются на 

основе анализа отчетных балансов за прошлые годы. 

Неизменность во времени коэффициентов прямых затрат в этом 

случае достигается подходящим выбором отраслей 

межотраслевого баланса. Как показывает практика, при 

правильном выборе достаточно крупных отраслей 

коэффициенты аij оказываются достаточно устойчивыми. 

,,...,2,1,, nji
X

X
a

j

ij

ij ==  

где Xij и Xj взяты из отчетного баланса. 

2. Нормативный. Строится модель отрасли межотраслевого 

баланса. В этой модели отрасль рассматривается как 

совокупность отдельных производств, для каждого из которых 

уже разработаны нормативы затрат. Если заранее знать, какую 

продукцию будут выпускать производства отрасли, то по норма-

тивам затрат можно рассчитать среднеотраслевые 

коэффициенты прямых затрат. 
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Определив коэффициенты аij, можно использовать систему 

(5.12) для решения сформулированных выше задач 1 – 3. 

Технологические коэффициенты аij обладают 

следующими свойствами: 

 
.,...,2,1,,10 njiaij =≤≤
 

.,...,2,1,1
1

nja
n

i

ij =<∑
=

 

 

 

Пример. Используя отчетный баланс: 

1. Найдите аij. 

2. Постройте систему балансовых уравнений. 

3.  По вектору Y = (10, 20) найдите вектор X. 

4.  Найдите вектор Y , если X=(50,100). 

 

 P1 P2 Σ Y X 

P1 5 12 17 23 40 

P2 6 12 18 32 50 

 

Решение. 

1. 

.240.0
50

12
    ;150.0

40

6

240.0
50

12
    ;125.0

40

5

2

22
22

1

21
21

2

12
12

1

11
11

======

======

X

X
a

X

X
a

X

X
a

X

X
a

 

2. 
.2212

1211

240.150.0

;240.0125.0

YXoXX

YXXX

++=

++=
 

3. При Y = (10, 20) система из п.2 принимает вид: 

.20760.0150.0

,10240.0875.0

21

21

=+−

=−

XX

XX
 

Решая эту систему, получим: .21.30   ;71.19 21 == XX  

4. Если  X=(50,100), то из системы в п.2 получим: 

.5.68   ;75.19 21 == YY  
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Решение системы балансовых уравнений в матричной 
форме 

 

Систему (5.12) заменим матричным уравнением: 

Y = (E-A)X,                                                               (5.13) 

где  

вапроизводст объемов столбец-вектор - 

...

...

2

1

n

i

X

X

X

X

X =        

продукции конечной столбец-вектор - 

...

...
Y

2

1

n

i

Y

Y

Y

Y

=  

 

товкоэффициенеских технологич матрица -  

...

............

...

............

...

...

A

21

21

22221

11211

nnnn

inii

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa

=  

матрица единичная-  

1...000

...............

0...100

0...010

0...001

E =  

Система (5.13) позволяет по данному вектору-столбцу 

объемов производства найти вектор-столбец конечной 

продукции. 

Для решения обратной задачи надо решить следующую 

систему: 

X = (E-A)
-1

Y,                                                                        (5.14) 
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где (E-A)
-1

 – матрица, обратная матрице (E-A). 

Матрица А называется продуктивной, если существует 

неотрицательный вектор X
0
, такой, что X

0 
> A X

0
. Другими 

словами, если матрица А продуктивна, то для выпуска продукта 

каждой отрасли требуется затрат меньше, чем стоит сам 

продукт. 

Матрица А продуктивна тогда и только тогда, когда матрица   

B =(E-A)
-1

неотрицательна.  

Матрицу В = ||bij|| называют матрицей коэффициентов 

полных внутренних затрат. Коэффициент bij выражает 

стоимость той части валового продукта Pi, которая необходима 

Pi для выпуска ею единицы конечной продукции. 

До сих пор мы говорили о затратах, распределении и 

потреблении продукции, произведенной экономическими 

объектами, входящими в данную экономическую систему. 

Однако, если экономическая система не охватывает всю 

экономику страны, то не исключена возможность того, что в 

процессе производства в качестве сырья, полуфабрикатов и т. д. 

будут использоваться продукты, произведенные за ее 

пределами. 

Особая роль принадлежит трудовым ресурсам и 

капиталовложениям. Эти два фактора производства всегда 

являются внешними по отношению к любой экономической 

системе. Тем не менее с помощью метода межотраслевого 

баланса можно определить затраты труда, капитала и других 

ресурсов, не производящихся внутри нее. 

 

Программа составления межотраслевого баланса в системе 
Excel 

 

Представлен межотраслевой баланс отчетного периода: конечная 

продукция отраслей (Y) и межотраслевые потоки (X). Определить  
· Недостающие данные в таблице.  
· Определить коэффициенты прямых материальных затрат (aij).  
· Составить плановый межотраслевой баланс, исходя из предположения, 

что конечный продукт в первой и во второй отраслях возрастет по 

сравнению с отчетным периодом на 5%, а в третьей отрасли на 2%. 

(Коэффициенты прямых материальных затрат те же, что и в отчетном 

периоде).  

  
Межотраслевой баланс отчетного периода  

Производящие Потребляющие отрасли  Конечная Валовая 

отрасли 1 2  3 продукция продукция 

1 22 15  35 48  
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2 34 18  12 24  

3 47 22  17 28  

Условно-       

чистая       

продукция       

Валовая       

продукция       

 
 
Решение задачи в Microsoft Excel. 
  
На листе электронной таблицы Excel подготовить таблицу с 

исходными данными (рисунок 5.1). 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 5.1 Таблица с исходными данными 
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3. Валовая продукция для каждой отрасли рассчитывается как сумма 

межотраслевого потока отрасли и конечной продукции. Валовая 

продукция по строкам и соответствующим столбцам совпадает. 

Условно-чистая продукция каждой отрасли – это разница между 

валовой продукцией отрасли и суммой межотраслевых потоков   
отрасли. Чтобы рассчитать сумму каких - либо величин 

используется встроенная функция СУММ.  
Расчет валовой продукции и условно-чистой продукции по каждой 

отрасли в Excel приведен на рис. 5.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

         Рис. 5.2 Расчет валовой продукции и условно-чистой продукции по 

каждой отрасли 

Результаты расчетов приведены на рис. 5.3. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.5.3 Результаты расчетов недостающих данных в таблице 

· Коэффициенты прямых материальных затрат aij рассчитываются 

по формуле  

aij = xij/xj, 

где xij – межотраслевые потоки; 

xj – валовая продукция j-ой отрасли. 
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Расчет матрицы коэффициентов прямых материальных затрат А в Excel 

приведен на рис. 5.4. Результаты расчетов приведены на рис.5. 5. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    Рис. 5.4 Расчет матрицы коэффициентов прямых материальных затрат 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 5.5 Матрица коэффициентов прямых материальных затрат 
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В Расчет межотраслевого баланса планового периода начнем с 

расчета конечной продукции, в первой и второй отраслях она 

увеличилась на 5%, а в третьей на 2% (рис. 5.6). Результаты 

расчетов представлены на рис. 5.7.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    Рис. 5.6 Расчет конечной продукции отраслей в плановом периоде 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.7 Конечная продукция отраслей в плановомпериоде
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Далее рассчитываем вектор валовой продукции отраслей в плановом периоде 

по формуле 

X = (E-A)
-1

Y = ВY. 
 

Сначала рассчитаем матрицу (Е-А). Расчет приведен на рис. 5.8, а 

результаты расчета на рис. 5.9. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 5.8 Расчет матрицы (Е-А) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 5.9 Матрица (Е-А
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Расчет матрицы В – обратной к матрице (Е-А) проводим с помощью 

встроенной функции МОБР. Ячейку В28 делаем активной, и в нее вставляем 

функцию МОБР (рис. 5.10), результатом расчета является одна заполненная 

ячейка В28 (рис. 5.11), далее необходимо скопировать данную формулу во 

все ячейки массива, для этого выделяем диапазон ячеек В28:D30, начиная с 

ячейки В28, затем нажимаем клавишу F2, после этого комбинацию клавиш 

Ctrl+Shift+Enter. Результатом данных действий будет заполнение 

выделенного диапазона ячеек числовыми данными (матрица В) (рис. 5.12). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 5.10 Встроенная функция МОБР
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.11 Результат расчета по функции МОБР 
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Рис. 5.12 Матрица В 

Используя матрицу В, по формуле Х = ВY, рассчитываем валовую 

продукцию каждой отрасли в плановом периоде. Для этого необходимо 

матрицу В умножить на вектор-столбец валовой продукции, чтобы это 

сделать в Excel нужно воспользоваться встроенной функцией МУМНОЖ. 

Ячейку F14 делаем активной, и в нее вставляем функцию МУМНОЖ 

(рис.5.13), результатом расчета является одна заполненная ячейка F14 

(рис.5.14), далее необходимо скопировать данную формулу во все ячейки 

массива, для этого выделяем диапазон ячеек F14: F17, начиная с ячейки F14, 

затем нажимаем клавишу F2, после этого комбинацию клавиш Ctrl 

+Shift+Enter. Результатом данных действий будет заполнение выделенного 

диапазона ячеек числовыми данными (столбец - валовая продукция) (рис.5 

15). Валовая продукция планового периода по строкам и соответствующим 

столбцам совпадает. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 5.13 Встроенная функция МУМНОЖ
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Рис. 5.14 Результат расчета по функции МУМНОЖ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.15 Валовая продукция планового периода 

 

Межотраслевые потоки в плановом периоде рассчитываются по 

формуле xij = aij xj. Расчет межотраслевых потоков в Excel приведен на 

рис.5.16. Условно-чистая продукция каждой отрасли в плановом периоде – 

это разница между валовой продукцией отрасли планового периода и суммой 

межотраслевых потоков отрасли в плановом периоде (рис.5.16). 

Межотраслевой баланс планового периода представлен на рис. 5.17.
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                             Рис. 5.16 Расчет межотраслевых потов и условно-чистой продукции в 

плановом периоде 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

               Рис. 5.17 Межотраслевой баланс планового периода 
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6. Элементы теории игр 

 

Матричные игры с нулевой суммой. Платежная матрица игры 
 

Во многих практических задачах возникают ситуации, когда требуется 

принять решение, не имея достаточной информации. Неизвестными могут 

быть как условия осуществления какой-либо операции, так и сознательные 

действия лиц, от которых зависит успех этой операции. 

Ситуации, в которых сталкиваются интересы двух сторон и результат 

любой операции, осуществляемой одной из сторон, зависит от действий 

другой стороны, называются конфликтными.  

Математическая модель конфликтной ситуации называется игрой, а 

математическая теория, помогающая принимать рациональные решения в 

конфликтной ситуации, − теорией игр.  

Конфликтующие стороны называются игроками, а действия, которые 

могут выполнять игроки, − стратегиями. 

От реальной ситуации игра отличается тем, что в игре противники 

действуют по строго определенным правилам. 

Матричной игрой называется игра, осуществляемая по следующим 

правилам: 

4. В игре участвуют два игрока;  

5. Каждый из игроков обладает конечным набором стратегий;  

6. Игра заключается в том, что каждый из игроков, не имея 

информации о действиях противника, делает один ход (выбирает одну из 

своих стратегий). Результатом выбора игроками стратегий является 

выигрыш и проигрыш в игре.  

7. И выигрыш, и проигрыш выражаются числами.  

Матричная игра называется игрой с нулевой суммой, если в этой игре 

выигрыш одного игрока равняется проигрышу другого игрока.

Каждая матричная игра с нулевой суммой имеет платежную матрицу. 

Для того чтобы построить эту матрицу, обозначим одного из игроков 

символом A, а другого − символом B, и предположим, что A1 , A2 ,�, Am  − 

стратегии,которые может применять игрок A, а B1 , B2 ,�, Bn  − стратегии, 

которые может применять игрок B. 

Матричная игра, в которой у игрока A имеется m стратегий, а у игрока 

B − n стратегий, называется игрой типа m ×n . 

Рассмотрим матрицу 
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у которой элементы cij   (i = 1,2,...,m; j =1,2,...,n)  равны выигрышам игрока A  

(и проигрышам игрока B) при применении игроками стратегий Ai  и B j  

соответственно. 

Матрица C  называется платежной матрицей игры.  

Пример 6.1. Игра, называемая «Открывание пальцев», заключается в 
следующем. Два игрока одновременно из сжатого кулака правой руки 

открывают по нескольку пальцев. Общее количество открытых пальцев 

является суммой выигрыша, причем, если общее количество открытых 

пальцев четно, то выигрывает первый игрок, если же общее количество 

открытых пальцев нечетно, то выигрывает второй игрок. 

Составить платежную матрицу игры. 

Решение. Поскольку каждый из игроков может открыть 1, 2, 3, 4 или 5 
пальцев, то у каждого из них имеется по 5 соответствующих стратегий: 

стратегии A1, A2 , A3 , A4, A5 у первого игрока, и B1, B2 , B3 , B4, B5 − у второго. 

Таким образом, рассматриваемая игра является матричной игрой типа 5×5 , и 

можно составить таблицу выигрышей, в зависимости от стратегий, 

применяемых игроками (Таблица 6.1): 
 

Т а б л и ц а 6.1 
 

 B1 B2 B3 B4 B5 
 

A1 2 3 4 5 6 
 

A2 3 4 5 6 7 
 A

3 

    .
 

4 5 6 7 8 
 A

4 5 6 7 8 0 
 

A5 6 7 8 9 10 
 

 

Из таблицы 6.1 следует, что платежная матрица игры имеет вид 
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Нижняя и верхняя цена игры. Принцип минимакса 
 

Рассмотрим матричную игру типа m × n с платежной матрицей
 

 

  

Если игрок A выберет стратегию Ai , то все его возможные выигрыши 

будут элементами i - й строки матрицы C. В наихудшем для игрока A случае, 

когда игрок B применяет стратегию, соответствующую минимальному 

элементу этой строки, выигрыш игрока A будет равен числу min cij . 
               1≤ j ≤n 

Следовательно, для получения наибольшего выигрыша, игроку A нужно 

выбирать ту из стратегий, для которой число min cij   максимально.  
1≤ j ≤n 

Число  
 

α = max  min cij 

1≤i ≤m 1≤ j ≤n 

 

называется нижней ценой игры, а стратегия игрока A, соответствующая 

наибольшему из чисел min cij ,  называется максиминной. 
         1≤ j ≤n 

Таким образом, если игрок A будет придерживаться максиминной 

стратегии, то ему гарантирован выигрыш, не меньший, чем α , при любом 

поведении игрока В.  
Проанализируем теперь платежную матрицу с точки зрения игрока B, 

заинтересованного в том, чтобы игрок A выиграл, как можно меньше. Если 

игрок B выберет стратегию B j , то все возможные выигрыши игрока A будут 

элементами j - го столбца платежной матрицы С. В наихудшем для игрока B 

случае, когда игрок A применяет стратегию, соответствующую 

максимальному элементу этого столбца, выигрыш игрока B будет равен 

числу max cij . 
           1≤i ≤m 

Следовательно, игроку B нужно выбрать такую стратегию, для которой 

число max cij   минимально. 
   1≤i ≤m 

Число  

β = min  max cij  
1≤i ≤m 1≤ j ≤n 
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называется верхней ценой игры, а стратегия игрока B, соответствующая 

наименьшему из чисел max cij , называется минимаксной. 
        1≤i ≤m 

 

 

 

Таким образом, если игрок B применяет минимаксную стратегию, то 

игрок A не может выиграть больше, чем β . 

Принцип осторожности, заставляющий игроков придерживаться 

максиминной и минимаксной стратегий соответственно, называют 

«Принципом минимакса», а минимаксную стратегию и максиминнуюстратегию 

называют общим термином «Минимаксные стратегии». 

 

Пример 6.2. Найти нижнюю и верхнюю цены игры с платежной матрицей 
 

 

Решение. В каждой строке платежной матрицы найдем наименьший элемент, 

и запишем его справа от матрицы. В каждом столбце платежной матрицы 

найдем наибольший элемент, и запишем его снизу от матрицы. В результате 

получим таблицу 

 

 
 

Нижняя цена игры 
 

α = max{1, 3, -2} = 3 . 
 

Верхняя цена игры 
 

β = min{10, 4, 3,10} = 3.
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Игры с седловой точкой 

 

Игра называется игрой с седловой точкой, если ее нижняя и верхняя 

цены совпадают, то есть выполняется равенство  

α = max  min c = min  max c  = β. 

1≤i ≤m 1≤ j ≤ n  
ij

 1≤i ≤ m 1≤ j ≤n  
ij

 
 

Для игры с седловой точкой общее значение нижней и верхней цены 

игры  

V = α = β 
 

называется ценой игры. 

Замечание1. В Примере 6.2. нижняя и верхняя цены игры совпадают и 

равны 3, т.е. рассмотренная игра является игрой с седловой точкой. 

Замечание2. Максиминной стратегией в Примере 6.2. является стратегия 

A2, минимаксной стратегией является стратегия B3. 

 

Рассмотрим теперь для игры с седловой точкой такой элемент платежной 

матрицы ci0 j0 , который соответствует минимаксным стратегиям Ai0 и B j0 . 

Этот элемент является одновременно минимальным в своей строке и 

максимальным в своем столбце, и выполняются неравенства 

V = α = max ci 0j  = min  ci 0j = β . 

                                                                           1≤i ≤m      1≤ j ≤m    

Следовательно, выполняется равенство ci0 j0 =V . 

Элемент платежной матрицы ci0 j0  называется седловой точкой.  

Замечание3. В Примере.6.2. седловой точкой является элемент c23  

платежной матрицы. Этот элемент равен 3 и, конечно же, совпадает с ценой 

игры.
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Игры без седловой точки 

 

Рассмотрим следующий Пример 6.3. Найти нижнюю и верхнюю цены игры с 

платежной матрицей 

 
 

Решение. Действуя аналогично Примеру 6.2., получаем 
 

 
 

Нижняя цена игры 
 

α = max {-1, 2, -2,1} = 2 . 
 

Верхняя цена игры 

 

                                                          β = min {5, 4, 5} = 4 . 
 

Замечание1. В Примере 6.3. нижняя цена игры отличается от верхней 

цены игры, следовательно, игра является игрой без седловой точки. 

Максиминной стратегией является стратегия A2 . Минимаксной стратегией 

является стратегия B2 . 

Замечание2. Для любой игры без седловой точки выполнено неравенство 

α < β. 
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Игры, повторяемые многократно. Смешанные стратегии 

 

Если партнеры играют только один раз, то игрокам целесообразно 

придерживаться принципа минимакса, как в игре с седловой точкой, так и в 

игре без седловой точки. 

В случае многократного повторения игры с седловой точкой игрокам 

также целесообразно придерживаться принципа минимакса. Если же 

многократно повторяется игра без седловой точки, то постоянное 

использование минимаксных стратегий становится невыгодным. 

Действительно, в игре без седловой точки элемент платежной матрицы 

ci0j0 , соответствующий минимаксной стратегии игрока A, не обязан быть 

минимальным в своей строке. Следовательно, игрок B, зная о том, что игрок 

A в следующей игре будет использовать минимаксную стратегию Ai0 , может 

выбрать стратегию, отвечающую минимальному элементу строки i0. В 

результате выигрыш игрока A уменьшится от величины ci0j0 до величины α. 

Аналогично моэжет поступить и игрок A, неожиданно применив против 

игрока B стратегию, соответствующую максимальному элементу столбца j0. 

Боле того, доказано, что при многократно повторяемой игре без седловой 

точки игроку А, для обеспечения среднего выигрыша, большего, чем α,  

следует чередовать свои стратегии A1, A2, ... , Am . Игроку B для улучшения 

результата также целесообразно чередовать свои стратегии B1, B2, ... , Bn . 

По этой причине для многократно повторяемых игр без седловой точки 

вводится следующее определение. 

В играх, которые повторяются многократно, каждая из стратегий A1 , 

A2, ... , Am называется чистой стратегией.  

Стратегия игрока A, обозначаемая 

 

и состоящая в том, чтобы применять чистые стратегии A1 , A2, ... , Am , 

чередуя их по случайному закону с частотами p1,�,pm , называется 

смешанной стратегией. Частоты p1,�, pm удовлетворяют соотношению 
 

p1 + p2 +�+ pm =1 . 
 

Чистые и смешанные стратегии игрока B определяются аналогично. 

Замечание. Каждая чистая стратегия является частным случаем 

смешанной стратегии, когда одна из стратегий применяется с частотой 1, а 

все остальные − с частотой 0. 

Смешанные стратегии, избранные игроками, называются 

оптимальными, если одностороннее отклонение любым игроком от своей 

оптимальной стратегии может изменить средний выигрыш только в сторону, 

невыгодную для этого игрока.  

Совокупность, состоящая из оптимальной стратегии одного игрока и 

оптимальной стратегии другого игрока, называется решением игры.  
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Средний выигрыш V при применении обоими игроками оптимальных 

стратегий называется ценой игры.  

 
Стратегии, входящие с ненулевыми частотами в оптимальную 

стратегию игрока, называются полезными.  
В 1928 году фон Нейманом была доказана основная теорема теории 

игр, утверждающая, что каждая игра имеет, по крайней мере, одно решение, 

возможно, в области смешанных стратегий. 

Поскольку все чистые стратегии являются частными случаями 

смешанных стратегий, то из основной теоремы теории игр можно получить 

Следствие 1.  Любая игра имеет цену. 

Следствие 2.  Цена игры удовлетворяет неравенству α ≤ V ≤ β . 

Следствие 3. Средний выигрыш остается равным цене игры, если один 

из игроков придерживается своей оптимальной стратегии, а другой игрок 

применяет свои полезные стратегии с любыми частотами. 

 
 Аналитический метод решения игры типа 2 x 2 
 

Рассмотрим игру без седловой точки типа 2 x 2 с платежной матрицей 

 
и найдем оптимальную стратегию 

 

 

 

   
 

 

игрока A. Согласно следствию 3 из основной теоремы теории игр эта 

стратегия обеспечивает игроку A выигрыш, равный цене игры V, даже если 

игрок B не выходит за пределы своих полезных стратегий. В данной игре обе 

чистые стратегии игрока B являются полезными, поскольку в противном 

случае игра имела бы решение в области чистых стратегий, т.е. была бы 

игрой с седловой точкой. 

Отсюда вытекает, что неизвестные p1 , p2, V удовлетворяют следующей 

системе из трех линейных уравнений 

 
решение которой имеет вид 
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Аналогичным образом можно найти оптимальную стратегию 

 

игрока B. В этом случае неизвестные q1 , q2, V  удовлетворяют системе 

уравнений 

 
решение которой имеет вид 

 

 
 

Применим теперь полученные формулы к карточной игре типа "веришь - не 

веришь". 

Пример 6.4. Имеются две карты: туз и двойка. Игрок А наугад берет одну из 

них. Если А взял туза, то он заявляет: "У меня туз" и требует у противника рубль. 

Если же А взял двойку, то он может либо сказать: "У меня туз" и потребовать 

рубль, либо признаться, что у него двойка и заплатить рубль. Игрок В, если ему 

предлагают рубль, берет его. Однако, если у него требуют рубль, то В может либо 

поверить, что у А туз, и заплатить рубль, либо не верить и потребовать проверки. 

Если в результате проверки окажется, что у А действительно туз, то В платит 2 

рубля. Если же выяснится, что у А была двойка, то А платит 2 рубля. 

Найти оптимальные стратегии для каждого из игроков. 

Решение.  У игрока A есть 2 стратегии: A1  − обманывать, A2  − не обманывать. У 

игрока В тоже есть 2 стратегии: B1 − верить, B2 − не верить. Это позволяет найти 

все элементы платежной матрицы игры, вычислив средний выигрыш для каждой 

комбинации стратегий. 

1. Комбинация A1B1   (А обманывает, В верит).  
Если А берет туза (вероятностью этого 0,5), то он требует рубль. В верит ему 
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и платит. Если А берет двойку (вероятность этого также 0,5), то он обманывает и 

тоже требует рубль. В верит ему и платит.  

Средний выигрыш А равен c11 = 1⋅ 0,5 + 1⋅ 0,5 =1. 

2. Комбинация A1B2   (А обманывает, В не верит).  
Если А берет туза, то он требует рубль, а В не верит и после проверки платит 

2 рубля. Если же А взял двойку, то он обманывает и тоже требует рубль. В не 

верит ему, и в результате А платит 2 рубля. Средний выигрыш А равен c12 = 2⋅ 0,5 

+ (−2)⋅ 0,5 = 0 . 

3. Комбинация A2 B1   (А не обманывает, В верит).  
Если А берет туза, то он требует рубль, В платит 1 рубль. Если А берет 

двойку, то он сообщает об этом и платит рубль. Средний выигрыш А равен c21 = 

1⋅ 0,5 + (−1)⋅ 0,5 = 0 . 

4. Комбинация A2 B2   (А не обманывает, В не верит).  
Если А берет туза, то он требует рубль, В проверяет и платит 2 рубля. Если А 

берет двойку, то он сообщает об этом и платит рубль. Средний выигрыш А равен 

c22 = 2⋅ 0,5 + (−1)⋅ 0,5 = 0,5 . 

Отсюда вытекает, что платежная матрица имеет вид 

 

 
 

и можно найти нижнюю и верхнюю цены игры: 
 

α = max  min cij = 0 ,  
1≤i ≤ 2 1≤ j≤2 

 

β = min max cij = 0,5 .  
1≤i ≤ 2 1≤ j≤2 

Следовательно, игра не имеет седловой точки, и ее решение нужно 

искать в области смешанных стратегий. Для этого воспользуемся 

формулами, полученными выше: 

 
Следовательно, смешанная стратегия игрока A имеет вид 
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Далее получаем 

 
Таким образом, оптимальным для А будет в одной трети случаев 

обманывать, а в двух третях случаев − не обманывать. Такая тактика 

обеспечит ему средний выигрыш, равный V = 1/3. Если бы А стал 

пользоваться своей максиминной стратегией, то его выигрыш был бы равен α 

= 0 . 

Для В оптимальная стратегия − это в одной трети случаев верить А и 

платить ему рубль, а в остальных случаях требовать проверки. В этой 

ситуации его средний проигрыш составит1/3, тогда как при применении 

мини-максной стратегии он будет проигрывать в среднем β = 0,5 . 

Значение V = 1/3 показывает, что рассмотренная игра выгодна для А и 

невыгодна для В, поскольку, пользуясь своей оптимальной стратегией, A 

всегда может обеспечить себе положительный средний выигрыш.
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Графический метод решения игр типа 2×n и m ×2 
 

 

Рассмотрим игру типа 2×n  с платежной матрицей 
 

 

и проведем через точку (1; 0) координатной плоскости Oxy прямую l, 

перпендикулярную оси абсцисс. После этого для каждой из стратегий Bi 

(i =1,2,...,n) проведем прямую 

 

         
 

соединяющую точку (0; a1i ) на оси Оу с точкой (0; a2i )  на прямой l. Ось Оу 
 

отвечает за стратегию A1 , а прямая l − за стратегию A2 . 

 

 

 

 

Если игрок А применяет смешанную стратегию 
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то его выигрыш в случае, если противник применяет чистую стратегию Bi , 

равен 

a1i p1 + a2i p2  = a1i (1 − p2 ) + a2i p2 , 

и этому выигрышу соответствует точка М на прямой bi  с абсциссой x = p2 . 

Ломаная b1MNb3 , отмеченная на чертеже жирной линией, позволяет 

определить минимальный выигрыш игрока А при любом поведении игрока В. 

Точка N, в которой эта ломаная достигает максимума, определяет решение 

и цену игры. Ордината точки N равна цене игры V, а ее абсцисса p2 − частоте 

применения стратегии A1  в оптимальной смешанной стратегии игрока А. 

Далее непосредственно по чертежу находим пару "полезных" стратегий 

игрока В, пересекающихся в точке  N (если в точке N пересекается более двух 

стратегий, то выберем любые две из них). Пусть это будут стратегии Bi  

и B j.  Поскольку выиграш игрока А, если он придерживается оптимальной 

стратегии, не зависит от того, в каких пропорциях игрок В применяет эти 

стратегии, то неизвестные p1 ,  p2, V определяются из системы уравнений 

 
Частоты q1 , q2  в оптимальной стратегии 

 

 
 

игрока В определяются из соотношения 

 

a1i qi  + a1 j (1 − qi ) = V ;   (q j  = 1 − qi ) . 

 

Замечание. Иногда точка N не является пересечением двух стратегий, а 

попадает на одну из прямых х = 0 или х = 1 . В этом случае решением игры 

будут соответствующие чистые стратегии. 

Для игры m×2 решение находится совершенно аналогично. 

Действительно, поскольку выигрыш игрока А одновременно является 

проигрышем игрока В, то для решения задачи нужно построить ломаную, 

соответствующую верхней границе выигрыша игрока А, а затем найти на ней 

точку с минимальной ординатой. 
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Пример 6.5.  Пусть игра задана матрицей 

 
 

Найти оптимальные стратегии игроков и определить цену игры. 
 

Решение. 

 

Проведем прямые bi и построим ломанную линию b1NMb3,    

соответствующую нижней границе выигрыша. Точка N, в которой эта 

ломанная достигает максимума является пересечением прямых  

(b1 ) :  y = 1+ 5x   и  (b2 ) :  y = 5 − 2x . 

Вычислив координаты точки N:  

x0  = 4 / 7, y0  = 27 / 7 , 

получим оптимальную стратегию игрока А 

 
и цену V = 27/7. Так как точка N  является пересечением прямых  

b1  и b2 , то 

полезными стратегиями игрока В будут стратегии B1 и B2 . Найдем частоты 

их применения q1 и q2 , зная, что выигрыш равен цене игры, если игрок В 
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применяет оптимальную стратегию, а игрок А - любую из своих полезных 

стратегий, например, стратегию A1 : 
 

q1 + 5(1− q1 ) = V = 27 / 7   ⇒ q1 = 2 / 7,  q2  = 1 − q1 = 5 / 7 . 

 

Ответ.  
 

Пример 6.6.  Пусть игра задана матрицей 

 
Найти оптимальные стратегии игроков и определить цену игры. 
 

Решение. 

 

 
 

Воспользовавшись тем, что игрок В располает двумя чистыми 

стратегиями ai, построим прямые соответствующие выиграшам игрока А при 

чистых стратегиях Ai и ломаную линию a1PNMa4, огибающую график 

сверху. Эта ломаная достигает минимума в точке N (x0 , y0 )  которая является 

пересечением прямых  

(a2) :  y = 9− 3x   и  (a3) :  y = 6 + 2x . 
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Следовательно, x0 = 0,6; V = 7,2  и оптимальной стратегией игрока В является 

стратегия  

 
Цена игры V = 7,2. Полезными стратегиями игрока А являются стратегии   A2  

и A3 . Найдем их частоты p2  и p3 : 
 

9 p2  + 6(1 − p2 ) = 36 / 5 :   p2  = 2 / 5 ;  p3 = 1 − p2  = 3 / 5 . 

 

Ответ. 
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7.Моделирование систем массового обслуживания 
 

Теория массового обслуживания составляет один из разделов теории 

вероятностей. В этой теории рассматриваются вероятностные задачи и 

математические модели. Напомним, что: 

Детерминированная математическая модель отражает поведение 

объекта (системы, процесса) с позиций полной определенности в настоящем 

и будущем. 

Вероятностная математическая модель учитывает влияние случайных 

факторов на поведение объекта (системы, процесса) и, следовательно, 

оценивает будущее с позиций вероятности тех или иных событий. 

Т.е. здесь как, например, в теории игр задачи рассматриваются в условиях 

неопределенности. 

Рассмотрим сначала некоторые понятия, которые характеризуют 

«стохастическую неопределенность», когда неопределенные факторы, 

входящие в задачу, представляют собой случайные величины (или случайные 

функции), вероятностные характеристики которых либо известны, либо 

могут быть получены из опыта. Такую неопределенность называют еще 

«благоприятной», «доброкачественной». 

 

Понятие случайного процесса 

 

Строго говоря, случайные возмущения присущи любому процессу. Проще 

привести примеры случайного, чем «неслучайного» процесса. Даже, 

например, процесс хода часов (вроде бы это строгая выверенная работа – 

«работает как часы») подвержен случайным изменениям (уход вперед, 

отставание, остановка). Но до тех пор, пока эти возмущения несущественны, 

мало влияют на интересующие нас параметры, мы можем ими пренебречь и 

рассматривать процесс как детерминированный, неслучайный. 

Пусть имеется некоторая система S (техническое устройство, группа 

таких устройств, технологическая система – станок, участок, цех, 

предприятие, отрасль промышленности и т.д.). В системе S протекает 

случайный процесс, если она с течением времени меняет свое состояние 

(переходит из одного состояния в другое), причем, заранее неизвестным 

случайным образом. 

Примеры: 1. Система S – технологическая система (участок станков). 

Станки время от времени выходят из строя и ремонтируются. Процесс, 

протекающий в этой системе, случаен. 

2. Система S – самолет, совершающий рейс на заданной высоте по 

определенному маршруту. Возмущающие факторы – метеоусловия, ошибки 

экипажа и т.д., последствия – «болтанка», нарушение графика полетов и т.д. 
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Марковский случайный процесс 
 
Случайный процесс, протекающий в системе, называется Марковским, 

если для любого момента времени t0 вероятностные характеристики процесса 

в будущем зависят только от его состояния в данный момент t0 и не зависят 

от того, когда и как система пришла в это состояние. 

Пусть в настоящий момент t0 система находится в определенном 

состоянии S0. Мы знаем характеристики состояния системы в настоящем 

и все, что было при t < t0 (предысторию процесса). Можем ли мы 

предугадать (предсказать) будущее, т.е. что будет при t > t0? В точности – 

нет, но какие-то вероятностные характеристики процесса в будущем найти 

можно. Например, вероятность того, что через некоторое время система S 

окажется в состоянии S1 или останется в состоянии S0 и т.д. 

Пример. Система S – группа самолетов, участвующих в воздушном бою. 

Пусть x – количество «красных» самолетов, y – количество «синих» 

самолетов. К моменту времени t0 количество сохранившихся ( не сбитых) 

самолетов соответственно – x0, y0. Нас интересует вероятность того, что в 

момент времени численный перевес будет на стороне «красных». Эта 

вероятность зависит от того, в каком состоянии находилась система в момент 

времени t0, а не от того, когда и в какой последовательности погибали сбитые 

до момента t0 самолеты. 

На практике Марковские процессы в чистом виде обычно не встречаются. 

Но имеются процессы, для которых влиянием «предистории» можно 

пренебречь. И при изучении таких процессов можно применять Марковские 

модели (в теории массового обслуживания рассматриваются и не 

Марковские системы массового обслуживания, но математический аппарат, 

их описывающий, гораздо сложнее). 

В исследовании операций большое значение имеют Марковские 

случайные процессы с дискретными состояниями и непрерывным временем. 

Процесс называется процессом с дискретным состоянием, если его 

возможные состояния S1, S2, … можно заранее определить, и переход 

системы из состояния в состояние происходит «скачком», практически 

мгновенно. 

Процесс называется процессом с непрерывным временем, если моменты 

возможных переходов из состояния в состояние не фиксированы заранее, а 

неопределенны, случайны и могут произойти в любой момент. 

Далее рассматриваются только процессы с дискретным состоянием и 

непрерывным временем. 

Пример. Технологическая система (участок) S состоит из двух станков, 

каждый из которых в случайный момент времени может выйти из строя 

(отказать), после чего мгновенно начинается ремонт узла, тоже 

продолжающийся заранее неизвестное, случайное время. Возможны 

следующие состояния системы: 
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S0 - оба станка исправны; 

S1 - первый станок ремонтируется, второй исправен; 

S2 - второй станок ремонтируется, первый исправен; 

S3 - оба станка ремонтируются. 

Переходы системы S из состояния в состояние происходят практически 

мгновенно, в случайные моменты выхода из строя того или иного станка или 

окончания ремонта. 

При анализе случайных процессов с дискретными состояниями удобно 

пользоваться геометрической схемой – графом состояний. Вершины графа – 

состояния системы. Дуги графа – возможные переходы из состояния в 

состояние. Для нашего примера граф состояний приведен на рис.7.1. 

 

Рис.7.1. Граф состояний системы 

Примечание. Переход из состояния S0 в S3 на рисунке не обозначен, т.к. 

предполагается, что станки выходят из строя независимо друг от друга. 

Вероятностью одновременного выхода из строя обоих станков мы 

пренебрегаем. 

 
Потоки событий 
 
Поток событий – последовательность однородных событий, следующих 

одно за другим в какие-то случайные моменты времени. 

В предыдущем примере – это поток отказов и поток восстановлений. 

Другие примеры: поток вызовов на телефонной станции, поток покупателей 

в магазине и т.д. 

Поток событий можно наглядно изобразить рядом точек на оси времени O 

t – рис. 7.2. 

 

Рис.7.2. Изображение потока событий на оси времени 
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Положение каждой точки случайно, и здесь изображена лишь какая-то 

одна реализация потока. 

Интенсивность потока событий ( ) – это среднее число событий, 

приходящееся на единицу времени. 

Рассмотрим некоторые свойства (виды) потоков событий. 

Поток событий называется стационарным, если его вероятностные 

характеристики не зависят от времени. 

В частности, интенсивность стационарного потока постоянна. Поток 

событий неизбежно имеет сгущения или разрежения, но они не носят 

закономерного характера, и среднее число событий, приходящееся на 

единицу времени, постоянно и от времени не зависит. 

Поток событий называется потоком без последствий, если для любых 

двух непересекающихся участков времени и (см. рис.7.2) число событий, 

попадающих на один из них, не зависит от того, сколько событий попало на 

другой. Другими словами, это означает, что события, образующие поток, 

появляются в те или иные моменты времени независимо друг от друга и 

вызваны каждое своими собственными причинами. 

Поток событий называется ординарным, если события в нем появляются 

поодиночке, а не группами по нескольку сразу. 

Поток событий называется простейшим (или стационарным 

пуассоновским), если он обладает сразу тремя свойствами: 1) стационарен, 2) 

ординарен, 3) не имеет последствий. 

Простейший поток имеет наиболее простое математическое описание. Он 

играет среди потоков такую же особую роль, как и закон нормального 

распределения среди других законов распределения. А именно, при 

наложении достаточно большого числа независимых, стационарных и 

ординарных потоков (сравнимых между собой по интенсивности) получается 

поток, близкий к простейшему. 

Для простейшего потока с интенсивностью интервал T между 

соседними событиями имеет так называемое показательное 

(экспоненциальное) распределение с плотностью 

 

где - параметр показательного закона. 

Для случайной величины T, имеющей показательное распределение, 

математическое ожидание есть величина, обратная параметру, а среднее 

квадратичное отклонение равно математическому ожиданию 
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Уравнения Колмогорова для вероятностей состояний. Финальные 
вероятности состояний 
 

Рассматривая Марковские процессы с дискретными состояниями и 

непрерывным временем, подразумевается, что все переходы системы S из 

состояния в состояние происходят под действием простейших потоков 

событий (потоков вызовов, потоков отказов, потоков восстановлений и т.д.). 

Если все потоки событий, переводящие систему S из состояния в состояние 

простейшие, то процесс, протекающий в системе, будет Марковским. 

Итак, на систему, находящуюся в состоянии , действует простейший 

поток событий. Как только появится первое событие этого потока, 

происходит «перескок» системы из состояния в состояние (на графе 

состояний по стрелке ). 

Для наглядности на графе состояний системы у каждой дуги проставляют 

интенсивности того потока событий, который переводит систему по данной 

дуге (стрелке). - интенсивность потока событий, переводящий систему из 

состояния в . Такой граф называется размеченным. Для нашего примера 

размеченный граф приведен на рис.7.3. 

 

Рис.7.3. Размеченный граф состояний системы 

На этом рисунке - интенсивности потока отказов; - интенсивности 

потока восстановлений. 

Предполагаем, что среднее время ремонта станка не зависит от того, 

ремонтируется ли один станок или оба сразу. Т.е. ремонтом каждого станка 

занят отдельный специалист. 

Пусть система находится в состоянии S0. В состояние S1 ее переводит 

поток отказов первого станка. Его интенсивность равна 

 

где - среднее время безотказной работы первого станка. 

Из состояния S1 в S0 систему переводит поток «окончаний ремонтов» 

первого станка. Его интенсивность равна 

 

где - среднее время ремонта первого станка. 
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Аналогично вычисляются интенсивности потоков событий, переводящих 

систему по всем дугам графа. Имея в своем распоряжении размеченный граф 

состояний системы, строится математическая модель данного процесса. 

Пусть рассматриваемая система S имеет - возможных состояний 

. Вероятность - го состояния - это вероятность того, что в 

момент времени система будет находиться в состоянии . Очевидно, что 

для любого момента времени сумма всех вероятностей состояний равна 

единице: 

 

Для нахождения всех вероятностей состояний как функций времени 

составляются и решаются уравнения Колмогорова – особого вида уравнения, 

в которых неизвестными функциями являются вероятности состояний. 

Правило составления этих уравнений приведем здесь без доказательств. Но 

прежде, чем его приводить, объясним понятие финальной вероятности 

состояния. 

Что будет происходить с вероятностями состояний при ? Будут ли 

стремиться к каким-либо пределам? Если эти пределы 

существуют и не зависят от начального состояния системы, то они 

называются финальными вероятностями состояний. 

 

где - конечное число состояний системы. 

Финальные вероятности состояний – это уже не переменные величины 

(функции времени), а постоянные числа. Очевидно, что 

 

Финальная вероятность состояния – это по – существу среднее 

относительное время пребывания системы в этом состоянии. 

Например, система S имеет три состояния S1, S2 и S3. Их финальные 

вероятности равны соответственно 0,2; 0,3 и 0,5. Это значит, что система в 

предельном стационарном состоянии в среднем 2/10 времени проводит в 

состоянии S1, 3/10 – в состоянии S2 и 5/10 – в состоянии S3. 

Правило составления системы уравнений Колмогорова: в каждом 

уравнении системы в левой его части стоит финальная вероятность данного 

состояния , умноженная на суммарную интенсивность всех потоков, 

ведущих из данного состояния, а в правой его части – сумма произведений 

интенсивностей всех потоков, входящих в - е состояние, на вероятности тех 

состояний, из которых эти потоки исходят. 

Пользуясь этим правилом, напишем систему уравнений для нашего 

примера: 
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Эту систему четырех уравнений с четырьмя неизвестными , 

казалось бы, можно вполне решить. Но эти уравнения однородны (не имеют 

свободного члена), и, значит, определяют неизвестные только с точностью до 

произвольного множителя. Однако можно воспользоваться нормировочным 

условием 

 

и с его помощью решить систему. При этом одно (любое) из уравнений 

можно отбросить (оно вытекает как следствие из остальных). 

Продолжение примера. Пусть значения интенсивностей потоков равны: 

. 

Четвертое уравнение отбрасываем, добавляя вместо него нормировочное 

условие: 

 

. 

Т.е. в предельном, стационарном режиме система S в среднем 40 % 

времени будет проводить в состоянии S0 (оба станка исправны), 20 % - в 

состоянии S1 (первый станок ремонтируется, второй работает), 27 % - в 

состоянии S2 (второй станок ремонтируется, первый работает), 13% - в 

состоянии S3 (оба станка ремонтируются). Знание этих финальных 

вероятностей может помочь оценить среднюю эффективность работы 

системы и загрузку ремонтных органов. 

Пусть система S в состоянии S0 (полностью исправна) приносит в единицу 

времени доход 8 условных единиц, в состоянии S1 – доход 3 условные 

единицы, в состоянии S2 – доход 5 условных единиц, в состоянии S3 – не 

приносит дохода. Тогда в предельном, стационарном режиме средний доход 

в единицу времени будет равен условных 

единиц. 

Станок 1 ремонтируется долю времени, равную . 

Станок 2 ремонтируется долю времени, равную . 

Возникает задача оптимизации. Пусть мы можем уменьшить среднее время 

ремонта первого или второго станка (или обоих), но это нам обойдется в 

определенную сумму. Спрашивается, окупит ли увеличение дохода, 

связанное с ускорением ремонта, повышенные расходы на ремонт? Нужно 

будет решить систему четырех уравнений с четырьмя неизвестными. 
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Задачи теории массового обслуживания 
 
Примеры систем массового обслуживания (СМО): телефонные станции, 

ремонтные мастерские, билетные кассы, справочные бюро, станочные и 

другие технологические системы, системы управления гибких 

производственных систем и т.д. 

Каждая СМО состоит из какого – то количества обслуживающих единиц, 

которые называются каналами обслуживания (это станки, транспортные 

тележки, роботы, линии связи, кассиры, продавцы и т.д.). Всякая СМО 

предназначена для обслуживания какого – то потока заявок (требований), 

поступающих в какие – то случайные моменты времени. 

Обслуживание заявки продолжается какое – то, вообще говоря, случайное 

время , после чего канал освобождается и готов к приему следующей заявки. 

Случайный характер потока заявок и времени обслуживания приводит к 

тому, что в какие – то периоды времени на входе СМО скапливается излишне 

большое количество заявок (они либо становятся в очередь, либо покидают 

СМО необслуженными). В другие же периоды СМО будет работать с 

недогрузкой или вообще простаивать. 

Процесс работы СМО – случайный процесс с дискретными состояниями и 

непрерывным временем. Состояние СМО меняется скачком в моменты 

появления каких - то событий (прихода новой заявки, окончания 

обслуживания, момента, когда заявка, которой надоело ждать, покидает 

очередь). 

Предмет теории массового обслуживания – построение математических 

моделей, связывающих заданные условия работы СМО (число каналов, их 

производительность, правила работы, характер потока заявок) с 

интересующими нас характеристиками – показателями эффективности СМО. 

Эти показатели описывают способность СМО справляться с потоком заявок. 

Ими могут быть: среднее число заявок, обслуживаемых СМО в единицу 

времени; среднее число занятых каналов; среднее число заявок в очереди; 

среднее время ожидания обслуживания и т.д. 

Математический анализ работы СМО очень облегчается, если процесс 

этой работы Марковский, т.е. потоки событий, переводящие систему из 

состояния в состояние – простейшие. Иначе математическое описание 

процесса очень усложняется и его редко удается довести до конкретных 

аналитических зависимостей. На практике не Марковские процессы с 

приближением приводятся к Марковским. Приведенный далее 

математический аппарат описывает Марковские процессы. 
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Классификация систем массового обслуживания 
 
Первое деление (по наличию очередей): 

1. СМО с отказами; 

2. СМО с очередью. 

В СМО с отказами заявка, поступившая в момент, когда все каналы заняты, 

получает отказ, покидает СМО и в дальнейшем не обслуживается. 

В СМО с очередью заявка, пришедшая в момент, когда все каналы заняты, не 

уходит, а становится в очередь и ожидает возможности быть обслуженной. 

СМО с очередями подразделяются на разные виды в зависимости от того, 

как организована очередь – ограничена или не ограничена. Ограничения могут 

касаться как длины очереди, так и времени ожидания, «дисциплины 

обслуживания». 

Итак, например, рассматриваются следующие СМО: 
• СМО с нетерпеливыми заявками (длина очереди и время 

обслуживания ограничено); 
• СМО с обслуживанием с приоритетом, т.е. некоторые заявки 

обслуживаются вне очереди и т.д. 

Кроме этого СМО делятся на открытые СМО и замкнутые СМО. 

В открытой СМО характеристики потока заявок не зависят от того, в каком 

состоянии сама СМО (сколько каналов занято). В замкнутой СМО – зависят. 

Например, если один рабочий обслуживает группу станков, время от времени 

требующих наладки, то интенсивность потока «требований» со стороны станков 

зависит от того, сколько их уже исправно и ждет наладки. 

Классификация СМО далеко не ограничивается приведенными 

разновидностями, но этого достаточно. 

 

Математические модели простейших систем массового обслуживания 
 

Ниже будут рассмотрены примеры простейших систем массового 

обслуживания (СМО). Понятие «простейшие» не означает «элементарные». 

Математические модели этих систем применимы и успешно используются в 

практических расчетах. 

Одноканальная СМО с отказами 

Дано: система имеет один канал обслуживания, на который поступает 

простейший поток заявок с интенсивностью . Поток обслуживаний имеет 

интенсивность . Заявка, заставшая систему занятой, сразу же покидает ее. 

Найти: абсолютную и относительную пропускную способность СМО и 

вероятность того, что заявка, пришедшая в момент времени t, получит отказ. 

Система при любом t > 0 может находиться в двух состояниях: S0 – канал 

свободен; S1 – канал занят. Переход из S0 в S1 связан с появлением заявки и 
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немедленным началом ее обслуживания. Переход из S1 в S0 осуществляется, 

как только очередное обслуживание завершится (рис.7.4). 

 

Рис.7.4. Граф состояний одноканальной СМО с отказами 

 

Выходные характеристики (характеристики эффективности) этой и 

других СМО будут даваться без выводов и доказательств. 

Абсолютная пропускная способность (среднее число заявок, 

обслуживаемых в единицу времени): 

 

где – интенсивность потока заявок (величина, обратная среднему 

промежутку времени между поступающими заявками - ); 

– интенсивность потока обслуживаний (величина, обратная среднему 

времени обслуживания ) 

Относительная пропускная способность (средняя доля заявок, 

обслуживаемых системой): 

 

Вероятность отказа (вероятность того, что заявка покинет СМО 

необслуженной): 

 

Очевидны следующие соотношения: и . 

Пример. Технологическая система состоит из одного станка. На станок 

поступают заявки на изготовление деталей в среднем через 0,5 часа 

. Среднее время изготовления одной детали равно . Если при 

поступлении заявки на изготовление детали станок занят, то она (деталь) 

направляется на другой станок. Найти абсолютную и относительную 

пропускную способности системы и вероятность отказа по изготовлению 

детали. 

Решение. 

 

Т.е. в среднем примерно 46 % деталей обрабатываются на этом станке. 
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. 

Т.е. в среднем примерно 54 % деталей направляются на обработку на 

другие станки. 

 
N – канальная СМО с отказами (задача Эрланга) 

 
Это одна из первых задач теории массового обслуживания. Она возникла 

из практических нужд телефонии и была решена в начале ХХ века датским 

математиком Эрлангом. 

Дано: в системе имеется n – каналов, на которые поступает поток заявок с 

интенсивностью . Поток обслуживаний имеет интенсивность . Заявка, 

заставшая систему занятой, сразу же покидает ее. 

Найти: абсолютную и относительную пропускную способность СМО; 

вероятность того, что заявка, пришедшая в момент времени t, получит отказ; 

среднее число заявок, обслуживаемых одновременно (или, другими словам, 

среднее число занятых каналов). 

Решение. Состояние системы S (СМО) нумеруется по максимальному 

числу заявок, находящихся в системе (оно совпадает с числом занятых 

каналов): 
• S0 – в СМО нет ни одной заявки; 
• S1 – в СМО находится одна заявка (один канал занят, остальные 

свободны); 
• S2 – в СМО находится две заявки (два канала заняты, остальные 

свободны); 
• . . . 
• Sn – в СМО находится n – заявок (все n – каналов заняты). 

Граф состояний СМО представлен на рис. 7.5 

 

Рис.7.5 Граф состояний для n – канальной СМО с отказами 

 

Почему граф состояний размечен именно так? Из состояния S0 в 

состояние S1 систему переводит поток заявок с интенсивностью (как только 

приходит заявка, система переходит из S0 в S1). Если система находилась в 

состоянии S1 и пришла еще одна заявка, то она переходит в состояние S2 и 

т.д. 
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Почему такие интенсивности у нижних стрелок (дуг графа)? Пусть 

система находится в состоянии S1 (работает один канал). Он производит 

обслуживаний в единицу времени. Поэтому дуга перехода из состояния S1 в 

состояние S0 нагружена интенсивностью . Пусть теперь система находится 

в состоянии S2 (работают два канала). Чтобы ей перейти в S1, нужно, чтобы 

закончил обслуживание первый канал, либо второй. Суммарная 

интенсивность их потоков равна и т.д. 

Выходные характеристики (характеристики эффективности) данной СМО 

определяются следующим образом. 

 
Абсолютная пропускная способность: 

 

где n – количество каналов СМО; 

– вероятность нахождения СМО в начальном состоянии, когда все 

каналы свободны (финальная вероятность нахождения СМО в состоянии S0); 

Для того, чтобы написать формулу для определения , рассмотрим 

рис.7.6 

  

 

Рис.7.6. Граф состояний для схемы «гибели и размножения» 

 

Граф, представленный на этом рисунке, называют еще графом состояний 

для схемы «гибели и размножения». Напишем сначала для общую 

формулу (без доказательства): 

 

Кстати, остальные финальные вероятности состояний СМО запишутся 

следующим образом. 

Вероятность того, что СМО находится в состоянии S1, когда один канал 

занят: 

 

Вероятность того, что СМО находится в состоянии S2, т.е. когда два 

канала заняты: 
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Вероятность того, что СМО находится в состоянии Sn, т.е. когда все 

каналы заняты. 

 

Теперь для n – канальной СМО с отказами 

 

При этом  

 

 

 

Относительная пропускная способность: 

 

Напомним, что это средняя доля заявок, обслуживаемых системой. При 

этом  

; 

. 

Вероятность отказа: 

 

Напомним, что это вероятность того, что заявка покинет СМО 

необслуженной. Очевидно, что . 

Среднее число занятых каналов (среднее число заявок, обслуживаемых 

одновременно): 

 

При этом 

. 

Пример. Имеется технологическая система (участок), состоящая из трех 

одинаковых станков. В систему поступают для обработки детали в среднем 

через 0,5 часа ( ). Среднее время изготовления одной детали . Если 

при поступлении заявки на изготовление детали все станки заняты, то деталь 

направляется на другой участок таких же станков. Найти финальные 

вероятности состояний системы и характеристики (показатели 

эффективности) данной СМО. 
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, 

т.е. в среднем две заявки на обработку деталей в час. 

. 

Граф состояний системы представлен на рис.7.7 

  

 

Рис.7.7 Граф состояний для рассматриваемого примера 

 

Возможные состояния системы: 

S0 – в СМО (на участке) нет ни одной заявки; 

S1 – в СМО (на участке) одна заявка; 

S2 – в СМО (на участке) две заявки; 

S3 – в СМО (на участке) три заявки (заняты все три станка). 

Вероятность того, что все станки свободны: 

 

Вероятность того, что один станок занят: 

 

Вероятность того, что два станка заняты: 

 

Вероятность того, что все три станка заняты: 
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Т.е. в среднем в этой системе обрабатывается 1,82 дет/ч (примерно 91 % 

направляемых деталей), при этом примерно 9 % деталей направляется для 

обработки на другие участки. Одновременно в среднем работает в основном 

один станок ( ). Но из–за случайных характеристик потока заявок 

иногда работают одновременно все три станка ( ), отсюда 9 % 

отказов. 

 

Возможные постановки задач оптимизации n – канальных СМО с 
отказами 
 

1. Определить оптимальное число каналов, обеспечивающее 

минимум затрат на систему, при условии достижения требуемого 

уровня ее безотказной работы. 

Пример. Пусть . Целевая функция (затраты 

на СМО) запишется: , где . Найти: . 

Решение: 

 

 

 

или 

. 

По другому можно записать: 

. 

Последнее равенство начинает выполняться при , т.к. 

; ; 

; 

. 

2. Определить оптимальное число каналов, обеспечивающее 

максимум прибыли от эксплуатации СМО в единицу времени. 

Содержание каждого канала в единицу времени обходится в какую–то 

сумму. Чем больше каналов, тем больше затраты на эксплуатацию СМО. 
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Вместе с тем, чем больше каналов (при и ), тем больше доля 

обслуживаемых заявок. А каждая обслуженная заявка дает определенный 

(пусть постоянный) доход в единицу времени. При увеличении числа каналов 

растут доходы D, но растут и расходы на эксплуатацию СМО – R. Чтобы 

решить эту задачу, необходимо найти оптимальное число каналов , 

обеспечивающее максимум целевой функции , т.е. нужно 

максимизировать прибыль в единицу времени. 

 

 

 

                                    

 
 
 
 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


