
Направленные графы 

Лекция 3 (1) 



Цель занятия  

Изучить: 

основные понятия, 

определения теории графов; 

применение теории графов в 

математическом 

моделировании электронных 

средств 



Вопросы занятия  

1. Основные понятия  
и определения. 
2. Матрица инциденций. 



1. Основные понятия 
и определения   

Законы Кирхгофа являются алгебраическими 

уравнениями для напряжений ветвей и для 

токов, имеющихся в узлах соединения 

ветвей, и не зависят от характеристик 

ветвей, в том числе и нелинейных. 

Топология схем рассматривает такие 

свойства сложных схем, которые связаны 

только с соединениями ветвей. Она является 

одним из направлений математики, 

называемой теорией графов. 



1. Основные понятия 
и определения   

Полное топологическое описание 

схемы должно содержать следующую 

информацию:  

1) способ соединения ветвей;  

2) опорные направления для токов 

ветвей и напряжений;  

3) характеристики ветвей. 



1. Основные понятия и 
определения   

Правила изображения направленного графа: 
каждый элемент с двумя выводами заменяется 
линейным сегментом, называемым ветвью, 
имеющим стрелку в том направлении, в 
котором принимается положительное 
направление тока через эту ветвь.  
Эта стрелка служит также для обозначения 
опорного направления для напряжения ветви: 
стрелка направлена от вывода с положитель-
ным потенциалом. Обозначение 

направленного графа:       . Gd



1. Основные понятия 
и определения   

 а    б            

Рис. 3.1. Схема N (а) и ее направленный граф        (б) Gd



1. Основные понятия и 
определения   

Если все стрелки в графе       удалены, граф 
называется ненаправленным графом или 
неориентированным графом, 
соответствующим схеме N. Обозначается      . 
Основные понятия топологии схем. 
Путь – это упорядоченная последовательность 
ветвей                     , в которой каждые две 
соседних ветви имеют общий узел, причем 
любая ветвь и любой узел встречаются в этом 
пути только один раз.  
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1. Основные понятия 
и определения   

Связный граф. Ненаправленный граф       
называется связным, если имеется путь 
между двумя узлами графа.  
Схема N и направленный граф Gd называ-
ются связными, если соответствующий 
граф Gn является связным.  
Контур – замкнутый путь, в котором один 
из узлов является начальным и конечным 
узлом пути.       
 

Gn



1. Основные понятия 
и определения   

Дерево. Подграф Gs графа Gd называется 
деревом, если: 
1) подграф Gs связан; 
2) подграф Gs содержит все узлы графа Gd; 
3) подграф Gs не имеет контуров. 
 
Например, на рис. 3.1 ветви ЕС1С2 образуют дерево; 
ветви ЕС1r1 не образуют дерево, потому что не 
выполняется второе и третье условия – имеет контур 
(рис.3.2). 
       
 



1. Основные понятия 
и определения   

       
 

  а    б 

Рис. 3.2. Примеры дерева (а) и не дерева (б) 



1. Основные понятия 
и определения   

 Ветви, принадлежащие дереву Т, 
называются ветвями дерева; ветви, не 
принадлежащие дереву Т, называются 
хордами (связями).  
Все хорды, соответствующие данному 
дереву Т, образуют подграф, 
называемый дополнением дерева Тс 
(рис. 3.3 к рис. 3.2а). 



1. Основные понятия 

и определения   

  
 
 
 
 
 
 
   а   б 

Рис. 3.3. Пример дерева (а) и его дополнения (б) 



1. Основные понятия 
и определения   

Сечением (разрезом) между узлами i и j называ-
ется неизбыточный набор ветвей, при удалении 
которых (но не их окончаний) из графа теряется 
связь между данными узлами (не существует пути 
из узла i в узел j). Граф делится на два части, одна 
из которых может быть отдельным узлом.  
Слово «неизбыточный» означает, что если любое 
из ветвей сечения снова возвратить в граф, то 
связь между узлами i и j восстанавливается. 
Количество ветвей в сечении не фиксировано, 
как это имеет место для дерева. 



1. Основные понятия 

и определения   
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Рис. 3.4. Пример сечения с набором ветвей EС1L 

Отдельный 

узел 



1. Основные понятия 

и определения   
 Контуры являются подграфами, к которым 
применяется второй закон Кирхгофа для 
напряжений в контуре (ЗНК). 
Сечения являются подграфами, к которым 
применяется первый закон Кирхгофа для 
токов в узлах или сечениях (ЗТК). 
Понятие дерева используется для формирова-
ния независимых уравнений ЗНК и ЗТК.  
Пути используются при анализе линейных 
систем методом сигнального графа. 



2. Матрица инциденций   

 Инцидентность – это отношение между 
разнородными объектами – узлами и 
ветвями в данном случае. Если узел i 
является концом ветви j, то говорят, что они 
инцидентны: ветвь j инцидентна узлу i и 
узел i инцидентен ветви j.  
При рассмотрении направленных графов 
различают положительную инцидентность 
(ветвь исходит из узла) и отрицательную 
инцидентность (ветвь заходит в узел). 



2. Матрица инциденций   

Для направленного графа Gd с n узлами и b 
ветвями матрицей инциденций является    
n × b матрица                      где: 
           , если ветвь j принадлежит узлу i и 
стрелка направлена от узла i; 
              , если ветвь j принадлежит узлу i    и 
стрелка направлена к узлу i; 
           , если ветвь j не принадлежит узлу i. 

,a ija   A

1ija 

1ija  

0ija 



2. Матрица инциденций   

  узлы 1 2 1 2 ветви

1 1 0 0 1 1 0

2 0 1 1 1 0 0
.

3 0 0 1 0 1 1

4 1 1 0 0 0 1

a

E С С r r L
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2. Матрица инциденций   
 Так как каждая ветвь соединяется с двумя 
различными узлами, то вследствие этого 
каждый столбец матрицы        имеет два 
ненулевых элемента 1 и –1, а остальные 
элементы равны нулю. Можно исключить 
любую строку в матрице         без потери 
информации. Матрица, полученная из 
матрицы         путем исключения одной 
строки, называется редуцированной 
матрицей инциденций и обозначается 
матрицей      . 
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2. Матрица инциденций   

 Пусть токи ветвей в исходной схеме будут 
обозначены вектор-столбцом i-го порядка . 
Пусть столбцы матрицы       и строки i будут 
принадлежать ветви такого же порядка, т. е. k-й 
столбец      и k-я строка i соответствуют одной  
и той же ветви графа Gd. Тогда закон токов 
Кирхгофа может быть компактно записан в 
виде одного матричного уравнения 
применительно ко всем узлам: 
 .a A i 0
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2. Матрица инциденций   

  
 
 

Матричное уравнение 
 для рис. 3.1б:  
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2. Матрица инциденций   

Уравнения в скалярной форме:  
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2. Матрица инциденций   

Теорема 3.1. Для связного графа Gd набор всех 
строк любой редуцированной матрицы 
инциденций      линейно независим.  
Следствием теоремы 3.1 является следующий 
вывод: максимальный набор независимых ЗТК 
уравнений, полученный для узлов связной 
схемы N, может быть выражен как 
 
 
Уравнение является записью первого закона 
Кирхгофа в топологической форме. 
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2. Матрица инциденций   

Матрица      содержит всю информацию о графе 
Gd, т. е. о способе соединения ветвей в схеме  
и положительных направлениях токов в ветвях. 
Это используется в пакетах прикладных 
программ. Например, на входном языке 
программы PSPICE описание топологической 
модели цепи состоит из предложений, которые 
содержат указание номеров узлов подключения 
элемента в цепи и его характеристику: 
С1    2    4    100U 
r1     1    2    10K              и т.д. 

A



2. Матрица инциденций 
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2. Матрица инциденций 

 

 

 

 
                                  

 

 

 

 

 

 

 

 

     

   
 

   

2 



2. Матрица инциденций 
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2. Матрица инциденций 

 

 

 

 
                 
 

 

 

 

 

 

 

     

   

   
 

   

4 



2. Матрица инциденций 
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2. Матрица инциденций 
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Заключение 
 
 
 
  
 



Тема следующей лекции 

Направленные графы 
 

3. Матрица контуров. 
4. Матрица сечений. 
 
 
 
 
 
  
 


