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Аннотация 
В работе рассматривается метод определения среднего времени ожидания заявки в очереди 
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AbstractA method for determining the average wait time of an application in a queue is considered 
in the case when the parameters of the processed traffic are known inaccurately. The method is based 
on the interval approach, in which the uncertainty of knowledge relative to traffic parameters is char-
acterized by the equal probability of any parameter value from a given interval of its change. The anal-
ysis is given for the case when the unknown parameter belongs to the gamma distribution, which 
characterizes the random time intervals between the receipts of requests for the input of the node of the 
network. 
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Введение 

На практике очень часто возникает ситуация, когда статистические пара-
метры обрабатываемого в сетевом узле трафика известны неточно. Если из-
вестны границы изменения параметра, то, ориентируясь на случай полной не-
определенности знания относительно конкретного значения параметра, можно 
использовать так называемый «интервальный подход», позволяющий решать за-
дачу анализа работы узла сети, как устройства массового обслуживания. 
 

Работа узла сети типа G/D/1 

Будем рассматривать работу узла сети, представляемого моделью G/D/1, 
считая постоянной длительность обслуживания каждой заявки, что характерно 
для сетей с реализацией протоколов криптографической защиты сообщений.  

Известно [1], что трафик современных сетей обладает самоподобными свой-
ствами, что характеризуется ярко выраженными корреляционными связями вре-
менных параметров трафика и распределениями с «тяжелыми» хвостами для 
мгновенных значений параметров. Если такие временные параметры как интер-
валы времени между заявками на обслуживание и интервалы времени обслужи-
вания заявок независимы, то анализ работы узла сети можно провести методами 
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классической теории массового обслуживания, определяя среднее время ожида-
ния  заявки  в очереди из решения интегрального уравнения Линдли [2, 3]. Не-
обходимая  информация  для  решения  интегрального  уравнения Линдли – это 
одномерные плотности вероятностей интервалов времени между заявками и ин-
тервалов времени обслуживания заявок. Для рассматриваемой системы G/D/1 
предполагается, что для некоторого параметра плотности вероятностей интерва-
лов времени между заявками известен лишь интервал его изменения. 

В работах [4, 5] для данной ситуации предлагается интервальный подход, 
при котором предполагается, что все значения параметра из возможного интер-
вала равновероятны. 

Рассмотрим систему G/D/1, которую обозначим как Г/D/1, имея в виду, что Г 
означает гамма-распределение. При этом запишем соответствующие распреде-
ления в виде: 

1 θ
Г

1
( ) , 0

θ ( )

x
z

z
f x x e x

z

 


,                                 (1) 

0 0( ) δ( ), 0Df x x x x   ,                                    (2) 
 

где )(  – гамма-функция; 0, θ 0z    – параметры распределения; δ( )  – дельта-
функция, которая характеризует плотность вероятностей постоянного времени 
обслуживания 0x . В дальнейшем, не теряя общности, считаем θ 2 .  

В силу того, что среднее и дисперсия гамма-распределения определяются 
как θm z  и 2 2σ θz , для коэффициента вариации можно записать: 
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из чего следует, что значение 1с , характеризующее наличие «тяжелого» хво-
ста у распределения, может быть реализовано только при 1z . 

Будем полагать, что значение z  известно неточно в некоторых границах 
 ba, , например, 2,0a  и 8,0b . Наибольшая неопределенность знания отно-
сительно значения z  будет характеризоваться равномерной плотностью вероят-
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Учитывая, что на интервале 10  z  z
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График 

Г
( )f x  для значений 2,0a  и 8,0b  приведен на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Распределение 

Г
( ) ( )g x f x  

 
Исследование системы Г/D/1 связано с решением уравнения Линдли спек-

тральным методом, для реализации которого требуется найти преобразование 
Лапласа плотностей 

Г
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где s  – комплексная переменная. Следующим шагом необходимо найти некото-
рые функции )(s  и )(s , удовлетворяющие соотношению 
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Найти функции )(s  и )(s , удовлетворяющие данным условиям, доста-
точно несложно, если отношение (6) можно представить дробно-рациональной 
функцией. Одна из возможностей реализации такого представления возникает 
в случае, когда плотности, характеризующие систему G/G/1, представляются ап-
проксимирующими рядами затухающих экспонент. Примеры процедур, позволя-
ющих получить такие аппроксимации, приведены в работах [6, 7, 8]. 

Здесь воспользуемся непосредственным вычислением )(sA  и )(sB . Для вы-

числения преобразования Лапласа
Г
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( ) ( ) sxA s f x e dx
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   воспользуемся интеграль-

ным представлением плотности согласно (4) и изменим порядок вычисления ин-
тегралов: 
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С использованием стандартного интеграла [10] 
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из (7) можно получить: 
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Так как 0)( sxesB  , то выражение (6) можно переписать в виде: 
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Из (9) следует, что, во-первых, уравнение в правой части нелинейное, и во–

вторых, выделить функции )(s  и )(s , удовлетворяющие вышеприведен-
ным условиям, из уравнения (9) практически невозможно. Для приближенного 
решения можно линеаризовать уравнение (9), разлагая в ряд экспоненту и лога-
рифм, присутствующие в уравнении. Возможность такого разложения допуска-
лась в [3], однако ошибка оценивания среднего времени ожидания заявки в оче-
реди при этом не может быть определена.  

Ограничившись тремя членами ряда для экспоненты и двумя членами для 
логарифма, можно записать: 
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где st 21 . 
Теперь, подставляя выражения (10) в (9), получаем: 
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
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Выражение (11) позволяет однозначно разделить функции )(s  и )(s  
в соответствии с обозначенными выше условиями. 

Функция )(s  играет ключевую роль в определении среднего времени 
ожидания заявки в очереди, т. к. через неё выражается преобразование Лапласа 

)(sf  плотности вероятностей (характеристической функции) искомого времени 
ожидания. В [2] показано, что )(sf  определяется в виде: 
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При известной )(sf  среднее время ожидания заявки в очереди может быть 

определено согласно формуле: 
 

0
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cp ds

sdf
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Расчеты показывают, что для рассматриваемого примера при выбранных па-

раметрах 2,0a ; 8,0b ; 2000 x  (время, соответствующее обработке заявки, 
размером 200 байт) среднее время ожидания заявки в очереди составляет 

ср 2,67Т  (условных единиц времени). 

Для оценки достоверности результатов, полученных при использовании 
приближенного определения спектральных функций )(s  и )(s , было про-
ведено моделирование работы узла сети с использованием гамма-распределения 
с параметром 5,0z . 

Моделирование рассматриваемой системы Γ/D/1 реализовано в программе 
ns2 согласно схеме, изображенной на рис. 2. 

В программе ns2 задается поток с гамма-распределением интервалов вре-
мени между пакетами, длины пакетов задаются фиксированной длины размером 
200 байт. В качестве модуля транспортного уровня выбран модуль UDP. 
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Рис. 2. Схема моделирования в ns2 
 

Наблюдение за поведением очереди в процессе моделирования, оценку раз-
меров очереди и задержки заявки в очереди в ns2 можно реализовать с исполь-
зованием следующих стандартных команд: 

 
# queue monitoring 
set qmon [$ns monitor-queue $n0 $n1 [open pw.out w] 0.01] 
$link1 queue-sample-timeout 
 
proc finish {} { 
    global ns tf nf 
    $ns flush-trace  
    close $tf   
     close $nf 
     exit 0  
}  
 
proc sendpacket {} { 
    global ns src InterArrivalTime pktSize  
    set time [$ns now] 
    $ns at [expr $time + [$InterArrivalTime value]] "sendpacket" 
    set bytes [expr round ([$pktSize value])] 
    $src send $bytes 
} 

 
Получаемый в процессе моделирования текстовый файл позволяет получить 

искомые значения параметров работы узла сети, определяющих качество обслу-
живания. К примеру, изменение очереди во времени, как реализация случайного 
процесса, представлено на рис 3. 
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Рис. 3. Изменение размера очереди в процессе моделирования системы Г/D/1 

 
Анализ представленной на рис. 3 реализации дал среднее значение за-

держки в очереди, равное 0,005 с. 
Если отождествить используемые выше «условные единицы времени» с се-

кундами, то можно констатировать двукратное различие абсолютных значений 
средней задержки заявки в очереди. Сами же абсолютные значения задержки, 
полученные из модельного эксперимента и аналитического расчета, указывают 
на допустимость такого сравнения, т. к., во-первых, характеристическая функция 
времени ожидания в очереди (выражение (12)) получена приближенно без 
оценки ошибки приближения, во-вторых, моделирование проведено для фикси-
рованного значения параметра гамма-распределения 5,0z  и, наконец, в-тре-
тьих, нельзя не учитывать определенные неточности, характерные для любой 
моделирующей системы, в том числе и для ns2. 
 

Заключение 

Итак, задача анализа характеристик сетевого узла, моделируемого системой 
массового обслуживания общего вида, при неопределенности знания о конкрет-
ных значениях вероятностно-временных параметров узла может быть решена на 
основе интервального подхода.  

При использовании безусловного распределения интервалов времени 
между заявками, преобразование Лапласа которого не выражается дробно-раци-
ональными функциями, для преодоления вычислительных сложностей и повыше-
ния точности оценивания целесообразно при решении уравнения Линдли спек-
тральным методом использовать аппроксимацию безусловной плотности рядами 
затухающих экспонент [7, 8] вместо разложения спектральных функций в ряды 
на комплексной плотности. 
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